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Über die Bedeutung des Satzes vom ausgeschlossenen 
Dritten in der Mathematik, insbesondere in der 
Funktionentheorie '). 


Von L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


s 1. 

Innerhalb eines bestimmten endlichen „Hauptsystems‘‘ können Eigenschaften 
von Systemen, d. h. Abbildbarkeiten von Systemen auf andere Systeme mit vor- 
geschriebenen Elementkorrespondenzen, immer geprüft (d. h. entweder bewiesen 
oder ad absurdum geführt) werden; die durch die betreffende Eigenschaft ange- 
wiesene Abbildung besitzt nämlich auf jeden Fall nur eine endliche Anzahl von 
Ausführungsmöglichkeiten, von denen jede für sich unternommen und entweder 
bis zur Beendigung oder bis zur Hemmung fortgesetzt werden kann. (Hierbei 
liefert das Prinzip der mathematischen Induktion oft das Mittel, derartige Prü- 
fungen ohne individuelle Betrachtung jedes an der Abbildung beteiligten Elementes 
bzw. jeder für die Abbildung bestehenden Ausführungsmöglichkeit durchzuführen; 
demzufolge kann die Prüfung auch für Systeme mit sehr großer Elementenzahl 
mitunter verhältnismäßig schnell verlaufen.) 

Auf Grund der obigen Prüfbarkeit gilt für innerhalb eines bestimmten end- 
lichen Hauptsystems konzipierte Eigenschaften der Satz vom ausgeschlossenen 
Dritten, d. h. das Prinzip, daß jede Eigenschaft für jedes System entweder richtig 
oder unmöglich ist, und insbesondere der Satz von der Reziprozität der Komple- 
mentärspezies, d. h. das Prinzip, daß für jedes System aus der Unmöglichkeit der 
Unmöglichkeit einer Eigenschaft die Richtigkeit dieser Eigenschaft folgt. 

Wenn z. B. die Vereinigung ©(p, g) zweier mathematischer Spezies p und g 
wenigstens 11 Elemente enthält, so folgt hieraus auf Grund des (in diesem Falle 
als „‚Disjunktionsprinzip‘‘ auftretenden) Satzes vom ausgeschlossenen Dritten, 
daß entweder p oder g wenigstens 6 Elemente enthält. 

Ebenso: Wenn man in der elementaren Arıthmetik bewiesen hat, daß, wenn 
keine der ganzen positiven Zahlen a,, a,,... a, durch die Primzahl c teilbar ist, 


!) Vortrag, in ungefähr gleichlautender Form in niederländischer Sprache auf der flämischen 
Naturforscherversammlung vom August 1923 und in deutscher Sprache auf der Jahresversammlung 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung vom September 1923 gehalten. Für den niederländischen 
Text vgl. Wis- en Natuurkundig Tijdschrift. Bd. II, S. 1— 7. 


Journal für Mathematik, Bd. 154. Heft 172. l 
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auch das Produkt a,a543...d, nicht durch c teilbar ist, so folgt hieraus auf 
Grund des Satzes von der Reziprozität der Komplementärspezies: Wenn das Pro- 
dukt a,494;...a, durch die Primzahl c teilbar ist, so ist wenigstens einer von 
den Faktoren des Produktes durch c teilbar. 

Für innerhalb eines bestimmten endlichen Hauptsystems mit Hilfe des 
Satzes vom ausgeschlossenen Dritten hergeleitete Eigenschaften besteht stets 
Sicherheit, daß man bei Verfügung über einen hinreichenden Zeitraum zu ihrer 
empirischen Bestätigung gelangen kann. 


Nun haben wir die Naturerscheinung, daß zahlreiche Objekte und Mechanismen 
der Anschauungswelt in bezug auf ausgedehnte Komplexe von Tatsachen und 
Ereignissen beherrscht werden können, indem man sie als (eventuell teilweise unbe- 
kannte) endliche diskrete, für bestimmte bekannte Teile an bestimmte Gesetze 
zeitlicher Verkettung gebundene Systeme betrachtet. Mithin sind auf diese Ob- 
jekte und Mechanismen in bezug auf die betreffenden Komplexe von Tatsachen 
und Ereignissen die Gesetze der theoretischen Logik, einschließlich des Satzes 
vom ausgeschlossenen Dritten, anwendbar, obwohl eine vollständige empirische 
Bestätigung der gezogenen Schlüsse hier meistens a priori materiell ausgeschlossen 
ist und bei (juristischen und anderen) zeitlichen Rückschlüssen nicht einmal von einer 
partiellen Bestätigung die Rede sein kann. Sowohl dieser unvollständigen Verifi- 
zierbarkeit der nichtsdestoweniger als unumstößlich richtig betrachteten Schlüsse 
wie der partiellen Unbekanntheit der repräsentierenden endlichen Systeme und 
dem Umstande, daß die theoretische Logik häufiger und von mehreren auf diese 
materiellen, als auf mathematische Objekte angewandt wurde, ist es wahrscheinlich 
zuzuschreiben, daß man den Gesetzen der theoretischen Logik, einschließlich des 
Satzes vom ausgeschlossenen Dritten, einen aprioristischen Charakter zugesprochen 
und die in der Projektion eines endlichen diskreten Systems auf die betreffenden 
Objekte gelegenen Bedingungen ihrer Anwendbarkeit aus den Augen verloren hat, 
so daß man sogar dazu kommen konnte, für die völlig primäre und autonome Denk- 
handlung, welche die Mathematik der endlichen Systeme darstellt, eine tiefere 
Rechtfertigung in den logischen Gesetzen zu suchen. Dementsprechend führte 
bei der logischen Behandlung der Anschauungswelt das Auftreten eines Wider- 
spruchs nie zum Zweifel an der Unerschütterlichkeit der logischen Gesetze, sondern 
nur zur Modifizierung und Ergänzung der auf die Anschauungswelt projizierten 
mathematischen Fragmente. 


Die Konsequenz des den Gesetzen der theoretischen Logik zugeschriebenen 
aprioristischen Charakters brachte mit sich, daß man bis vor kurzem diese Gesetze, 
einschließlich des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten, auch in der Mathematik 
der unendlichen Systeme rückhaltlos angewandt hat und sich dabei nicht von der 
Erwägung hat stören lassen, daß die auf diesem Wege erhaltenen Resultate im allge- 
meinen weder praktisch noch theoretisch einer empirischen Bestätigung zugänglich 
sind. Auf dieser Grundlage sind, insbesondere im letzten halben Jahrhundert, 
ausgedehnte unrichtige Theorien aufgebaut worden. Die Widersprüche, auf die man 
dabei wiederholt gestoßen ist, haben die formalistische Kritik ins Leben gerufen, 
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eine Kritik, welche in ihrem Wesen darauf hinauskommt, daß die die mathematische 
Denkhandlung begleitende Sprache einer mathematischen Betrachtung unterzogen 
wird. Einer solchen Betrachtung bieten sich die Gesetze der theoretischen Logik 
als auf Grundformeln oder Axiome wirkende Operatoren dar, und man stellt sich 
als Ziel, diese Axiome so umzugestalten, daß die sprachliche Wirkung der genannten 
Operatoren (die selber ungeändert beibehalten werden) nicht mehr durch die Er- 
scheinung der Sprachfigur des Widerspruchs gestört werden kann. An der Erreichung 
dieses Ziels braucht keineswegs verzweifelt zu werden !), aber damit wird kein 
mathematischer Wert gewonnen sein: eine durch keinen widerlegenden Widerspruch 
zu hemmende unrichtige Theorie ist darum nicht weniger unrichtig, so wie eine 
durch kein reprimierendes Gericht zu hemmende verbrecherische Politik darum 
nicht weniger verbrecherisch ist. 
$ 2. 

Von fundamentaler Bedeutung für diese unrichtige „logische‘‘, d. h. den Satz 
vom ausgeschlossenen Dritten benutzende Unendlichkeitsmathematik, insbesondere 
für die (hauptsächlich aus der Pariser Schule hervorgegangene) Theorie der reellen 
Funktionen sind die beiden folgenden aus dem Satze vom ausgeschlossenen Dritten 
folgenden Grundeigenschaften gewesen: 

1. die Punkte des Kontinuums bilden eine geordnete Punktspezies ?). 

2. jede mathematische Spezies ist entweder endlich oder unendlich ’?). 

Daß die erste Grundeigenschaft unrichtig ist, zeigt folgendes Beispiel: Sei 
d, die v-te Ziffer hinter dem Komma der Dezimalbruchentwickelung von x und 
m — k„, wenn es sich in der fortschreitenden Dezimalbruchentwickelung von 7 
bei d„ zum n-ten Male ereignet, daß der Teil dy dmz+ı- - - dm+s dieser Dezimalbruch- 


lc a 18 
entwickelung eine Sequenz 0123456789 bildet. Seı weiter c, = e- 2 ‚ wenn 


v>k,. sonst c, = e- 5): dann definiert die unendliche Reihe c,, Cs. C3, . . . eine 


reelle Zahl r, für welche weder r = 0, noch r >0, noch r<O gilt *). 


!) Unberechtigte Anwendung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten auf Eigenschaften wohl- 
konstruierter mathematischer Systeme kann nämlich nie zu einem Widerspruch führen. Vgl. L. E..J. 
Brouwer, „De onbetrowwbaarheid der logische principes“ (Tijdschrift voor wijsbegeerte, 2. Jahr- 
gang, 1908), auch aufgenommen in „„Wiskunde. waarheid, werkelijkheid‘‘ (Groningen, Noordhoff, 1919). 

2) Wenn nämlich einerseits a<- b entweder gilt oder unmöglich ist, andererseits a>b ent- 
weder gilt oder unmöglich ist, so gilt entweder a<b oder a>b oder a=b. 

3) Nach dem Satze vom ausgeschlossenen Dritten ist nämlich eine Spezies s entweder endlich. 
oder sie kann unmöglich endlich sein. Im letzteren Falle besitzt s ein Element e,: denn sonst 
würde auf Grund des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten s unmöglich ein Element besitzen können. 
würde mithin endlich sein, was ausgeschlossen ist; weiter besitzt s ein von e, verschiedenes Ele- 
ment e,: denn sonst würde s unmöglich ein von e, verschiedenes Element besitzen können, würde 
mithin endlich sein, was ausgeschlossen ist: in dieser Weise fortfahrend. zeigen wir. daß s eine 
Fundamentalreihe von verschiedenen Elementen e,. &.... besitzt. 

*“) Selbstverständlich kann man r auch definieren mittels einer beliebigen anderen Eigen- 
schaft x, von der für jede bestimmte ganze positive Zahl entweder die Existenz oder die Unmög- 
lichkeit hergeleitet werden kann, während man aber weder eine ganze positive Zahl, die z besitzt. 


bestimmen noch die Unmöglichkeit von x für alle ganzen positiven Zahlen beweisen kann. 
1? 
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Mit der ersten Grundeigenschaft kommt gleichzeitig die Brauchbarkeit des 
Integralbegriffes der Pariser Schule, des sogenannten Z-Integralbegriffes, in Fort- 
fall, weil dieser Integralbegriff an den Begriff der ‚‚meßbaren Funktion‘ gebunden 
ist, und nach dem obigen nicht einmal eine konstante Funktion den Bedingungen 
der „Meßbarkeit‘‘ genügt. Denn für die Funktion f(x) = r, wo r die oben definierte 
reelle Zahl vorstellt, bilden die x-Werte, für welche f(x) >0, keine meßbare Punkt- 
spezies !). 

Daß die zweite Grundeigenschaft unrichtig ist, ersieht man aus dem von der 
Spezies der oben definierten ganzen positiven Zahlen k„ gelieferten Beispiel. 

Mit der zweiten Grundeigenschaft kommt gleichzeitig das ‚erweiterte Dis- 
junktionsprinzip“ ın Fortfall, nach welchem, wenn in der Vereinigung &(p,g) 
zweier mathematischer Spezies p und g eine Fundamentalreihe von Elementen 
enthalten ist, entweder p oder g eine Fundamentalreihe von Elementen enthält, 
und mit dem erweiterten Disjunktionsprinzip der auf demselben beruhende Bolzano- 
Weierstraßsche Satz, nach welchem jede beschränkte unendliche Punktspezies 
einen Grenzpunkt besitzt. 


Weniger prinzipiell und einfach als die genannten Grundeigenschaften, 
jedoch ebenso unentbehrlich wie diese für den Aufbau der ‚‚logischen‘‘ Funktionen- 
theorie, sind die beiden folgenden Theoreme: 


1. Jede in einem geschlossenen Intervall ı überall bestimmte stetige Funktion 
f(x) besitzt ein Maximum, d. h. einen solchen Abszissenwert x, mit einer solchen Um- 
gebung a, daß f(x,) > f(x) für jedes zum Durchschnitte von « und i gehörige x. 

Die Unrichtigkeit dieses Satzes geht aus dem folgenden Beispiel hervor: 
Zählen wir die zwischen O und 1 gelegenen irreduziblen Dualbrüche (ausschließlich 
O und 1) in üblicher Weise, d. h. so, daß jeder größere Nenner dem kleineren Nenner 
folgt, und daß die Brüche von gleichem Nenner nach der Größe des Zählers geordnet 
sind, durch eine Fundamentalreihe dj, d,,... ab, geben wir k, dieselbe Bedeutung 
wie oben, verstehen wir unter fn(x) die Funktion, welche für x = d„ den Wert 
2-* besitzt, für x = 0 sowie für x = 1 verschwindet, während sie sowohl zwischen 
x = (0 und x = d, wie zwischen x = d„ und x = 1 linear verläuft, und setzen wir 
En(x) = fn(x) fürn = k,, sonst (x) = 0, so besitzt die im geschlossenen Einheits- 


intervall überall bestimmte stetige Funktion g(x) = „Zön(z) kein Maximum. 


2. (Heine-Borelscher Überdeekungssatz.) I/st jedem Punktkerne der von 
den Punkten und Grenzpunkten einer beschränkten ganzen Punktspezies B gebil- 
deten Punktspezies A eine Umgebung zugeordnet, so kann man die ganze Punkt- 
spezies A mit einer endlichen Anzahl dieser Umgebungen überdecken. 

Die Unrichtigkeit dieses Satzes ergibt sich aus dem folgenden Beispiel: Wenn 
für B die oben definierte Zahlenreihe c,,Cg, C3,... gewählt wird, während 
der Zahl c, für »>k, das Intervall (c, — 2-42, c,+ 2-#4-2), sonst das 
Intervall (ce, — 2=”=2,c, + 2”-?2), und einem eventuellen Grenzpunkte e 


!) Dagegen findet der R-Integralbegriff, d.h. der Riemannsche Integralbegriff, ohne weiteres 
auf f(x) Anwendung. 
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der Reihe das Intervall (e — 4, e + 4) zugeordnet ist, so kann A nicht durch eine 
endliche Anzahl von diesen Umgebungen überdeckt werden !). 


Wo von der logischen Funktionentheorie nach dem obigen die Grundlagen 
unhaltbar sind, braucht man sich nicht zu wundern, daß ein großer Teil ihrer 
Resultate im Lichte einer genaueren Kritik hinfällig wird. Als Beispiel werden wir 
eines der bekanntesten klassischen Theoreme auf diesem Gebiete, nämlich den Satz, 
daß eine monotone, überall bestimmte stetige Funktion ‚‚fast überall‘ differen- 
zierbar ist, widerlegen, indem wir eine im geschlossenen Einheitsintervall überall 
bestimmte monotone stetige, nirgends differenzierbare Funktion konstruieren. 

Es sei 0 <r,<2r,;,<1. Unter der zum Intervall (x,. x,) gehörigen Elementar- 
funktion werden wir die im geschlossenen Einheitsintervall überall bestimmte ste- 
tige Funktion verstehen, welche für x, <r<z, gleich 


LI — I. _—ı 
= sin 28 — . 
und sowohl für O<x<z, wie für 2,<r<1 gleich O ist, unter 4',2,2”,... 


die in üblicher Weise abgezählten, zum geschlossenen Einheitsintervall gehörigen 


a 
Intervalle (> 
/n(x) diezu Am gehörige Elementarfunktion. Weiter geben wir k, die oben definierte 
Bedeutung, setzen g,(2)= x und (für n>2) gu(x) = f„(rX) für n= k, sonst 





a + > ... 
=) wo a und n ganze positive Zahlen bedeuten, und unter 


gn(x) = 0. Alsdann ist die Funktion g = & 5m eine im geschlossenen Einheits- 


intervall überall bestimmte monotone stetige, nirgends diflerenzierbare Funktion. 


8 3, 

Als Beispiel zur Erläuterung, daß auch ältere, fester konsolidierte Theorien 
auf dem Gebiete der Unendlichkeitsmathematik durch die Verwerfung des Satzes 
vom ausgeschlossenen Dritten und demzufolge des Bolzano-Weierstraßschen Satzes 
beeinflußt werden, wenn auch in viel geringerem Maße als die Theorie der reellen 
Funktionen, wählen wir den Begriff der Konvergenz unendlicher Reihen. 

Nennen wir eine unendliche Reihe u, + ug + uz + --- mit reellen Gliedern, 
für welche die Summe der ersten n Glieder mit s, bezeichnet wird, non-oszillierend, 
wenn für jedes <> 0 die Unmöglichkeit des gleichzeitigen Bestehens feststeht von 
einer unendlichen Reihe unbeschränkt wachsender positiver ganzer Zahlen 


N1,MNg,Nz,... und einer unendlichen Reihe positiver ganzer Zahlen m,. m;. M3, ..., 
so daß 


|Sn,+m, — Sn,| >& für jedes », 


so ist eine solche non-oszillierende Reihe nach der klassischen Theorie auf Grund des 
Satzes vom ausgeschlossenen Dritten: 


1) Auch für abgeschlossene beschränkte ganze Punktspezies A trifft der Satz nicht zu. 
Gegenbeispiel: Man wähle für A eine solche Spezies von Abszissen (—2)"?. daß eine Abszisse 
(—2)”” dann und nur dann zu A gehört, wenn eine der obigen Charakterisierung genügende na- 
türliche Zahl k, bekannt und » eine natürliche Zahl <k, ist. Sodann ordne man jeder eventuell 
zu A gehörigen Abszisse dasselbe Intervall zu, wie oben im Text. 
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1. negativ-konvergent, d. h. es existiert eine reelle Zahl s mit der Eigenschaft, 
daß für jedes e>0 die Unmöglichkeit des Bestehens feststeht von einer unend- 
lichen Reihe unbeschränkt wachsender positiver ganzer Zahlen n,,n3,n3,..., so daß 


Is — 5,|>e für jedes »; 
2. beschränkt, d. h. es existieren zwei solche reelle Zahlen g, und g,, daß 
gL <Sn<gy für jedes n; 


3. positiv-konvergent, d. h. es existiert eine reelle Zahl s mit der Eigenschaft, 
daß für jedes e > 0 eine solche ganze positive Zahl n, besteht, daß 


Is — s.|<e für jedes n >n.. 
Betrachten wir nun aber die folgenden fünf non-oszillierenden "Reihen 
(wobei k, wieder die oben definierte Bedeutung besitzt): 


Ei 
ı)n,—= än für jedes n. 
\ = 2 . für a = 2 - fürn=k L; kt 8, == 
) u = 2 + m ürn=k; w= —2+ 57 fürn= kA, +1; sonst m = Dr 
1 far ns ER | 
co’ wen+ 7 ur h; = — nf Zn für n = k, + 1; sonst u = Zw’ 
u | 
d) „=1 fürn = k,;sont „= Zw 
. 1 
e)„=nfürn=k%k,; sonst = Zn’ 


dann stellt sich die Reihea) als positiv-konvergent, mithin auch negativ-konvergent 
und beschränkt heraus; die Reihe b) als negativ-konvergent und beschränkt, aber 
nicht positiv-konvergent; die Reihe c) als negativ-konvergent, aber nicht beschränkt, 
mithin auch nicht positiv-konvergent; die Reihe d) als beschränkt, aber nicht 
negativ-konvergent, mithin auch nicht positiv-konvergent; die Reihe e) endlich 
als weder beschränkt, noch negativ-konvergent, noch positiv-konvergent. 


Zur Erläuterung der Konsequenzen der obigen Unterscheidung wollen wir 
das Kummersche Konvergenzkriterium betrachten, das wie folgt lautet: „Wenn 
B,, B,,... positive Zahlen sind, und wenn für die unendliche Reihe mit positiven 


Gliedern r= u, + uU, + U, + 


. Un “ 
lım [B, u, 1 — Beral jo () 





ist, dann ist r positiv-konvergent‘‘. 
Der Beweis dieses Konvergenzkriteriums wird gewöhnlich wie folgt geführt: 


Man wählt auf Grund des Vorausgesetzten M und k so, daß fürn > M 
Bu Ir Ba+ı > k, 
un + 1 
Ban Un — Barı Uinzı > kur: 
Ban — Bazp Unzp > klunrı 4 °°° + Uns), 
Din Be 


“ 





Un-+-1 = 


4 Un-;p N $ pn 
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woraus für die Reihe 7, = +1 + ünı2 + (rn > M), mithin auch für die Reihe 
r=u) + U, + die Beschränktheit folgt. Auf Grund dieser Beschränktheit wird 
dann die Reihe r nicht nur non-oszillierend, was für eine Reihe mit positiven Glie- 
dern erlaubt ist, sondern auch positiv-konvergent erklärt. 

Der letztere Schluß beruht aber auf dem Bolzano-Weierstraßschen Satz und 
muß zusammen mit diesem verworfen werden. | 

Einen ganz anderen, lehrreicheren Beweis bringt Pringsheim in seinen Vor- 
lesungen über Zahlen- und Funktionenlehre 1, 2, S. 378. Nachdem dort sowohl 
für den Fall der positiven Konvergenz wie für den Fall der positiven Divergenz 
vonb= m + B. + + + - die positive Konvergenz von r bewiesen worden ist, wird 
angenommen, daß die Reihe 5 entweder positiv-konvergent oder positiv-divergent 
sein muß, und aus diesem Grunde das allgemeine Kriterium bewiesen erklärt. 

Die genannte Annahme ist aber unzulässig; denn auch ihr liegt der Bolzano- 
Weierstraßsche Satz zu Grunde. 

Bemerkenswert ist nun, daß Kummer selbst sein Kriterium nur mit der Neben- 
bedingung lim 2, u,„= 0 ausgesprochen hat!), und daß unter dieser Nebenbe- 
dingung, wie aus dem obigen Beweise unmittelbar hervorgeht, die positive Konver- 
genz der Reihe r durch das Kriterium auch tatsächlich gesichert ist. 

Daß nicht nur die Herleitungen des keiner Nebenbedingung unterliegenden 
Kummerschen Konvergenzkriteriums unzulänglich sind ?), sondern auch das Kri- 
terıum selbst unrichtig ist, zeigt die obige weder positiv-konvergente noch negativ- 
konvergente Reihe d). Bestimmen wir nämlich zu dieser Reihe die sukzessiven B, 
aus den Relationen: 

B=4, B, en . 





Barı = 1 für jedes n. 


so fallen alle B, positiv aus, so daß hier das erweiterte Konvergenzkriterium erfüllt 
ist, ohne daß positive Konvergenz besteht. Die nach Aummer im Anschluß an 
Dini stattgefundene Fortlassung der Kummerschen Nebenbedingung hat somit 
die Tragweite des betreffenden Konvergenzkriteriums erheblich beeinträchtigt. 


!) Vgl. dieses Journal 13 (1835), S. 171. 

?) Die Unzulänglichkeit dieser Herleitungen. im Gegensatz zur Korrektheit des ursprünglich 
von Kummer selbst für das engere Kriterium geführten Beweises, wurde mir als Beispiel der Be- 
deutung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten für die Theorie der unendlichen Reihen von 
meinem Schüler Herrn M. J. Belinfante angegeben. 





Eine Kennzeichnung der Kugel nach W. Blaschke. 


Von Äurt Reidemeister in Wien. 


Herr W. Blaschke hat in $ 86 seiner Differentialgeometrie !) die Frage auf- 
geworfen, ob die Kugel dadurch gekennzeichnet sei, daß alle geodätischen Linien, 
die von einem Punkte p ausgehen, sich in einem konjugierten Punkte p’ wieder 
sammeln. Dies ist in der Tat der Fall, und zwar gelingt der Beweis mittels eines 
topologischen Satzes von Herrn E. Study, der hier zum ersten Male veröffentlicht 
wird. Er lautet: Sei © eine Schar geschlossener, doppeltpunktfreier Kurven auf 
einer Fläche # vom Zusammenhang der Kugel. Wenn dann durch je drei Punkte von 
F eindeutig eine Scharkurve bestimmt ist, so läßt sich © durch eine Punkttrans- 
formation in die ebenen Schnitte einer konvexen Fläche X überführen. 

In $1 werden aus den vorausgesetzten Eigenschaften der geodätischen Linien 
differentialgeometrische Folgerungen gezogen. In $ 2 ergibt sich insbesondere, 
daß die „‚geodätischen Abstandskreise‘‘ den Voraussetzungen des Satzes von Study 
genügen. In $ 3 wird der Satz von Study bewiesen und in $ 4 die Kennzeichnung 
der Kugel zuende geführt. 


S 1. Flächen mit Paaren konjugierter Punkte. 


Unter konjugierten Punkten verstehen wir aufeinander folgende Schnittpunkte 
unendlich benachbarter geodätischer Linien. Auf Flächen mit positiv definiter 
quadratischer Maßbestimmung gibt es i. a. zu jedem Punkt p auf einer bestimmten 
geodätischen Linie zwei konjugierte Punkte, nämlich in beiden Richtungen auf der 
geodätischen Linie von p aus gerechnet. Bei unseren Flächen ist nun gefordert, 
daß es nach links und rechts einen konjugierten Punkt gibt und daß diese beiden 
Punkte in einen, p’, den konjugierten Punkt von p, zusammenfallen. p’ muß also 
von links her und von rechts her von p aus erreichbar sein. Daraus folgern wir 
für unsere Flächen: 

(a.) Alle geodätischen Linien sind geschlossen. 

Aus einem allgemeinen Satz der Variationsrechnung folgt: 

(b.) Die Länge des Bogens zwischen zwei konjugierten Punkten ist unabhängig 
von der Auswahl des Bogens gleich 2R,». Denn die Bögen lassen sich stetig inein- 
ander überführen, während die erste Variation der Bogenlänge verschwindet. 


!) W. Blaschke, Vorlesungen über Differentialgeometrie I, Berlin 1921, $ 86, S. 156—158 
In der zweiten Auflage erscheint ein Teil dieser Arbeit als Anhang. 
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(e.) Zwischen zwei Punkten p und g, die nicht zueinander konjugiert sind, gibt es 
einen und nur einengeodätischen Bogen, der die kon jugierten Punktep' undg’ nicht enthält. 

Trage ich nämlich auf den geodätischen Linien von p aus einen geodätischen 
Abstand r ab, d. h. schlage ich den geodätischen Abstandskreis um p mit dem 
Radius r, so überdeckt derselbe gewiß unsere Fläche schlicht, wenn r genügend 
klein ist. Lasse ich nun r wachsen, so kann sich hier niemals ein geodätischer Kreis 
selbst durchsetzen. Sonst gäbe es nämlich entweder einen geodätischen Kreis mit 
Spitze, was unmöglich, solange r < 2R,» (vgl.a.a.O. S. 152), oder es gäbe einen 
Kreis mit einem Radius 7’, der sich in mindestens einem Punkte g selbst berührte, 
und die beiden geodätischen Radien von p nach g ständen beide auf dem geodä- 
tischen Kreise senkrecht, ergänzten sich also in g zu einer geodätischen Linie. 

Nun muß aber der geodätische Bogen pgp den konjugierten Punkt p’ enthalten. 
Denn angenommen, p’ läge in den Verlängerungen des Bogens pgp über p hinaus, 
so wäre ersichtlich die Länge des Bogens pgpp’ größer als die des Bogens pp’ ent- 
gegen dem Satz (b.). 

Wiederum nach (b.) muß aber p’ den Bogen pgp hälften, und daher muß p’ 
und g zusammenfallen. Also ist r’ = 2 A,,' und der Kreis mit dem Radius r’ besteht 
nur aus p’. Daraus folgt außerdem: 

(d.) Flächen mit Paaren konjugierter Punktehaben den Zusammenhang der Kugel. 

Nunmehr läßt sıch Satz (a.) verschärfen zu: 

(e.) Alle geodätischen Linien sind geschlossen und doppeltpunktjfrei. Gehe ıch 
nämlich von p über einen geodätischen Bogen nach p’ und in der Ankunftsrichtung 
weiter auf einem geodätischen Bogen nach p zurück, so ist dieser Weg nach (e.) 
doppeltpunktfrei. Außerdem schließt sich aber der Weg in p, d. h. er verläuft in 
p glatt, sonst gäbe es nämlich für ein Punkt g unseres Bogens in der Nähe von p’ 
zwei verschiedene konjugierte Punkte. 

(f.) Alle geodätischen Linien sind gleich lang, oder Ryp — R. 

Da die geodätischen Linien durch p die Fläche glatt überdecken, hat eine 
(geschlossene) geodätische Linie durch irgendeinen Punkt g gewiß mit einer geo- 
dätischen Linie durch p Punkte gemeinsam, und zwar nach (c.) gerade zwei zuein- 
ander konjugierte, die 9,9 heißen mögen. Dann sind nach (b.) die vier Bögen gy' 
einander gleich und wir haben 4 A,» = 4 Ray = 4 Row '). 

(g.) Die geodätischen Linien sowie alle übrigen geschlossenen doppeltpunkt- 
freien Kurven f, die mit p auch p’ enthalten, trennen die konjugierten Punktepaare, 
die nicht auf ihnen liegen. Für die geodätischen Linien folgt das am bequemsten 
aus (f.). Ist p. p’ ein konjugiertes Punktepaar der geodätischen Linie und g irgend 
ein Punkt, der nicht auf ihr liegt, so ist der geodätische Abstand gp sowie der geo- 
dätische Abstand gp’ kleiner als 2 R, und daher liegt qg’ auf der geodätischen Linie 
durch p,g und p’ von g aus gerechnet jenseits p und p’. Irgendeine geodätische 
Linie kann ich aber in jede Kurve f deformieren, und zwar so, daß die Kurve in 
den Zwischenlagen immer mit p auch p’ enthält. Und bei dieser Deformation 
bleibt die behauptete Eigenschaft erhalten. 


!) Durch die Forderung. daß konjugierte Punkte konstanten Abstand haben sollen. sind un- 


sere Flächen gekennzeichnet. Vgl. a.a. 0. 
Journal für Mathematik Bd. 154. Heft i. > 





10 K. Reidemeister. Eine Kennzeichnung der Kugel nach W. Rlaschke. 


$ 2. Die Schnittpunktseigenschaften der geodätischen Kreise. 


Unter geodätischen Kreisen f verstehen wir wie in $ 1 Abstandskreise; wir 
zeichnen sie, indem wir auf allen geodätischen Linien durch einen Punkt m einen 
festen geodätischen Abstand r auftragen. Die geodätischen Radien stehen auf der 
Kreislinie senkrecht, wie schon beim Beweise von (c.) benutzt wurde. Alle geodä- 
tischen Kreise unserer Fläche sind nach (c.) topologische Kreise, und zerlegen daher 
die Fläche in zwei Teilgebiete. 

Nach (b.) hat ein geodätischer Kreis zwei zueinander konjugierte Mittelpunkte 
m und m’. Wir wollen aber hier nur denjenigen Punkt als Mittelpunkt bezeichnen, für 
den der Radius r < R (vgl. (f.)) und das Teilgebiet als das Innere von f, das den 
Mittelpunkt m enthält. Diese Festsetzungen gelten natürlich nur bei Kreisen, 
für die r&R ıst. 

Wir wollen nun zeigen: 

(h.) Zwei geodätische Kreise haben höchstens zwei Punkte gemeinsam. 

Der Beweis beruht im wesentlichen auf Satz (c.). Angenommen, es gäbe 
zwei Kreise f, und f,, die mehr als zwei Punkte, also als geschlossene Kurven min- 
destens vier Punkte gemeinsam haben. Wir können ıhre Radien + A voraussetzen. 
m, und m, seien ihre Mittelpunkte, r, und r, ihre Radien. Es kann nun erstens 
etwa m, im Äußeren von Ef, liegen. 

Seien P1, Pas Pa; Ph Vier aufeinander folgende Schnittpunkte von f, und f,, 
und der Bogen p, Pz Sowie p, p, von f, liege innerhalb von f£,. Ein Kreis %& mit dem 
Mittelpunkt m, und etwas kleinerem Radius 73 (r3<r,) möge f, in pj, Pa» Pa» Pa 


schneiden. Dann liegt der Bogen pi p; von f, innerhalb des Bogens p, p, von fi. 


und ebenso p; p, innerhalb von p,p,, und es muß daher einen Kreis #’ mit dem 
Mittelpunkt m, und dem Radius r,’ geben (r,) <r,<r,), der entweder f, in 
einem Punkt p}’ innerhalb p, p; berührt und in p’/, p/’ innerhalb pP, pı schneidet, 
oder der f, in pa innerhalb p3 p, berührt und in p}', p,' innerhalb p, p, schneidet 
oder der f, in p/’ und p’z innerhalb p, ps bzw. P3 pa berührt. 

Alle drei Folgerungen sind aber unmöglich. Ziehen wir nämlich im ersten 


Falle die beiden Radien von m, und m, nach p;’, so verläuft der daraus zusammen- 
gesetzte geodätische Bogen m, pı’ m, in pi’ glatt, weil beide Radien auf derselben 


Richtung in pj’ senkrecht stehen. Außerdem ist der Bogen m, pi’ m, gleich 
7, +73 <2R und daher nach (c.) die kürzste Verbindung von m, und m,. Ver- 


binden wir aber einen inneren Punkt p des Bogens p3’ ps’ mit m, und m, durch 
geodätische Linien, so erhalten wir einen Weg m, pm,, dessen Länge gleich 
1 tr —d<r, +rzist. — Aus demselben Grund ist der zweite Fall unmög- 
lich. Im dritten Fall liefern die aus geodätischen Radien zusammengesetzten 


Bögen m, pı m, und m, p3 m, zwei gleich lange kürzeste Wege, im Widerspruch 
mit (c.). 

Ganz ähnlich verfährt man, wenn m, im Innern von f, und m, im Innern von 
f, liegt. Man findet hier aus der Annahme von vier oder mehr Schnittpunkten 
einen Kreis f,° mit dem Mittelpunkt m, und dem Radius 3’, der f, von innen 





m JA 
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her in p,' berührt und mindestens noch einen weiteren Punkt p3’ mit f, gemein- 
sam hat. Der geodätische Abstand m, m, ist gleich r, — rz;': denn die durch 
m, und m, bestimmte geodätische Linie, bzw. der geodätische Radius von f, durch 
m,, geht durch den Berührungspunkt p;’, weil die beiden geodätischen Radien 
von f, bzw. f, durch p}’ auf derselben Richtung senkrecht stehen müssen. Und 
daher wäre der Weg über den geodätischen Bogen m, m, und m, p3; ebenso lang 
wie die kürzeste Verbindung m, p;. nämlich gleich r,< AR, im Widerspruch 
zu Satz (c.). Liegt m, auf f, und m, auf f,, so können wir durch eine kleine Ver- 
änderung von r, etwa einen der behandelten Fälle erzielen. 

Andererseits zeigen wir: 

(1.) Drei Punkte p,, Ps, Ps bestimmen stets einen Kreis. 

Die Mittelpunkte der Kreise durch zwei Punkte p,, ps findet man als Schnitt- 
punkte der Kreise um p, und p, mit zueinander gleichen Radien. Ist der Abstand 
Pı Ps gleich r,,, so entsprechen jedem r, für das r». <r<2R— r,, ist, immer 
gerade zwei verschiedene Punkte m. Die beiden r entsprechenden Punkte sind 
konjugiert zu den beiden 2R — r entsprechenden. Jedem Punkte aber entspricht 
eindeutig ein r. Die Kurve der Mittelpunkte m ist also geschlossen und doppel- 
punktfrei, und sie enthält mit jedem Punkt m auch den konjugierten m’. 

Sind nun p,. Ps; Ps Irgend drei Punkte und ıst m, die Mittelpunktskurve 
der Kreise durch p,,p; und ın, die Mittelpunktskurve der Kreise durch p,. ps 
so haben m, und m, nach Satz (g.) mindestens zwei zueinander konjugierte Schnitt- 
punkte, und jeder Schnittpunkt liefert einen Kreis durch p, Ps Ps- 

Aus den geodätischen Kreisen lassen sich die geodätischen Linien leicht punkt - 
weise konstruieren. Sind nämlich f£,(r,) und £,(r,) zwei Kreisbüschel, deren Kreise 
sich bzw. in den konjugierten Punkten p und p’ berühren, und die einen Kreis 
gemeinsam haben, so liegen die Berührungspunkte der Kreise mit den Radien 
r, und r, = R— r, gerade auf einer geodätischen Linie durch p und py”. 


& 3. Der Satz von E. Study. 


Wir beweisen jetzt den topologischen Satz, der von Herrn E. Study ausge- 
sprochen worden is! und folgendermaßen lautet: 

Es sei F eine Fläche vom Zusammenhang der Kugel und © eine Schar ge- 
schlossener doppelpunktfreier Kurven f auf der Fläche. Bestimmen dann irgend 
drei Punkte von F eindeutig eine Kurve f. so läßt sich F so auf eine konvexe 
Fläche X abbilden, daß die Schar © ın die Schar der ebenen Schnitte von K 
übergeht. 

Ich will die Kurven f kurz als Kreise bezeichnen. Die Gesamtheit der Kreise 
durch zwei Punkte p,. p; nenne ich ein Kreisbüschel, BS, mit dem Punktepaar 
Pı: Pa. Zwei Kreise des Büschels bestimmen dieses, und wir sagen: zwei Kreise 
des Büschels lassen sich durch Drehung um das Punktepaar p,, p, ineinander 
überführen. Durch jeden Punkt von F geht gerade ein Kreis des Büschels hin- 
durch. — Zwei Kreise müssen sich in den Punkten p, und p, durchsetzen. Sonst 
wären nämlich die sämtlichen Kreise eines Büschels ineinander geschachtelt, und 


DL: 
- 
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es gäbe zwei Kreise des Büschels, die aus einem doppelt durchlaufenen Kurven- 
stück beständen. 

Ähnlich erklären wir ein Kreisbündel, BD, als eine Schar von Kurven, die 
sich aus drei geeigneten Kreisen f,, f,, f3 durch eine Folge von Drehungen herleiten 
läßt, unter der Voraussetzung nämlich, daß zwei der Kreise f; ein Büschel be- 
stimmen, dessen Punktepaar durch den dritten Kreis getrennt wird. Bei dieser 
Annahme bestimmen je zwei Kreise ein Büschel, dessen Punktepaar durch den 
dritten getrennt wird. Die Schnittpunkte irgend zweier Kreise des Bündels 
nennen wir ein Punktepaar des Bündels und erklären die Gesamtheit der Kreise, 
die sich aus £, durch auf einander folgende Drehungen um Punktepaare des Bündels, 
herleiten lassen, als die Kreise des durch f,, f,, £3 bestimmten Bündels. Die Bevor- 
zugung von Ef, ist nur formell, da f, und f, sich in f, verdrehen lassen. 

Wenn f, aus f, durch eine Folge von Drehungen hergeleitet werden kann, 
so gilt auch das Umgekehrte: f, geht aus fi durch eine Folge von Drehungen um 
Bündelpunktpaare hervor. Überdies trennt # das Punktepaar von (f,, f,); denn 
nach Voraussetzung tut es f,, und wenn f irgendein Kreis mit dieser Eigenschaft 
ist, so gilt dies auch für alle Kreise der Büschel (f, f,) und (f, f,), wofern nur der 
Kreis von f, und f, verschieden ist. 

Danach ist ein Bündel durch irgend drei seiner Kreise bestimmt; denn ist fi} 
irgendein Kreis des Bündels, so bestimmen E, f, f, ein Bündel, und dieses enthält 
auch f,. — Irgend zwei Punktepaare des Bündels, die auf einem seiner Kreise 
liegen, trennen einander. 

Nun einiges über Büschel und Bündel ! 

(1) Ein Bündel und ein Büschel haben entweder einen Kreis gemeinsam oder 
das Büschel ist im Bündel enthalten. Sei p,, ps das Punktepaar des Büschels, f,, £,, £, 
die definierenden Kreise des Bündels. Ich kann gewiß f, durch einen f, des Büschels 
(£,, £,) ersetzen, welcher durch p, hindurchgeht, und ebenso f, durch einen Kreis 
f, des Büschels (f,, f,), einen anderen Kreis durch p,. Dann schneiden sich also 
fi und #, in p, und ich kann f, weiter in einen Bündelkreis fj}’ verdrehen, der p, 
und p, enthält. Büschel und Bündel haben also gewiß einen Kreis gemeinsam, 
und wenn sie noch einen weiteren gemeinsam haben, so ist durch diese beiden 
das Büschel bereits bestimmt. 

(2) Zwei Büschel BD und BD’ haben ein Büschel oder alle ıhre Kreise ge- 
meinsam. Jedes Büschel von BD’ hat mit BD und jedes Büschel von BD mit BD’ 
mindestens einen Kreis gemeinsam; angenommen nun, BD und BD’ hätten nur 
einen Kreis gemeinsam, so lägen alle Punktepaare von BD und BD’ auf einem 
einzigen Kreis f und das ist unmöglich. Denn BD z. B. ist durch f und zwei andere 
seiner Kreise f, und f, bestimmt; alsdann trennt aber f das Punktepaar des Büschels 
(£,, £,). Zwei Bündel haben also mindestens ein Büschel gemeinsam, und haben 
sie noch einen weiteren Kreis gemeinsam, so sind beide Bündel identisch. 


(3) Drei Bündel haben einen Kreis oder ein Büschel oder alle Kreise gemein- 


sam. Der Beweis folgt ohne Schwierigkeiten aus (1) und (2). 
Nun ordnen wir den Kreisen, Büscheln und -Bündeln ideale Elemente zu, 


und zwar den 
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Kreisen f ıdeale Ebenen E, 

Büscheln BS ıdeale Geraden T,, 

Bündeln BD ideale Punkte IT, 
und erklären zunächst die vereinigte Lage der ıdealen Elemente: 

Ein Punkt TI liegt auf einer Geraden T', wenn das zugeordnete Bündel BD 
das zugeordnete Büschel BS enthält. 

Ein Punkt 77 liegt in einer Ebene E, wenn das zugeordnete Bündel BD 
den zugeordneten Kreis f enthält. 

Eine Gerade T liegt ın einer Ebene E, wenn das zugeordnete Büschel BS 
den zugeordneten Kreis f enthält. 

Daraus und aus den Sätzen (1), (2) und (3) erschließt man: Die N,T,E 
erfüllen die projektiven Verknüpfungsaxiome, die für die Elemente eines konvexen 
Stückes des projektiven Raumes gelten. 

Man errät nun schon, wie der Beweis weitergeht: die idealen Elemente werden 
auch die Stetigkeitsaxiome und die Anordnungsaxiome erfüllen und sich daher nach 
F. Schur ın den gewöhnlichen projektiven Raum einbetten lassen !). 

In der Tat: die Bündel BD*, die das Büschel BS# enthalten, lassen sich 
stetig auf die Punkte einer gewöhnlichen Strecke abbilden. Ist nämlich BS’ ein 
Büschel, das nicht mit BS* zugleich in ein und demselben Bündel enthalten ist, 
so bilden die Kreise, die BS’ und den BD* gemeinsam sind, ein lineares Konti- 
nuum mit 2 „Randpunkten“. Randelemente sind nämlich die beiden Kreise von 
BS’ durch die Punkte des Punktepaares von BS’. Ich erkläre nun: BD% liegt 
zwischen BD# und BD%, wenn die entsprechenden Kreise von BS’ es tun. Diese 
Festsetzung ist aber von der Auswahl von BS’ unabhängig. Denn alle BS’ lassen 
sich stetig ineinander überführen, und dabei kann niemals z.B. der BD# und 
BD$ entsprechende Kreis zusammenfallen; denn alsdann könnte ich BD# und 
BD#% durch dieselben 3 Kreise bestimmen, und die beiden Bündel wären identisch 
Daraus folgen die Axiome der Stetigkeit und der Anordnung für die // und /". 

Das ebene Anordnungsaxiom ergibt sich ganz ähnlich. Zerlegt f die Fläche 
F in die Gebiete / und A und ist BD’ ein Bündel, das f nicht enthält, so bestimmt 
jedes Bündel, das f enthält, mit BD’ zusammen ein Büschel, und ein Punkt des 
diesen Büscheln zugehörigen Punktepaares liegt in /. Ebenso entspricht jedem 
Büschel, das f enthält, ein Kreis der BD’ angehört. Der Teil dieses Kreises in / 
repräsentiert uns das Büschel. Unsere Punkte und Kurvenstücke in / erfüllen 
nun das ebene Anordnungsaxiom, und man erkennt wie oben, daß sich die Lage- 
beziehungen der Repräsentanten zu einer Erklärung der Lagebeziehungen der 
Büschel und Bündel, welche f enthalten, verwerten lassen. 

Damit ist die Abbildung der /T, 7’, E auf die Punkte, Geradenstücke und Ebenen- 
stücke, die im Innern eines konvexen Körpers liegen, sichergestellt, und dadurch 
wird eine Abbildung von F auf den Rand Ä dieses konvexen Bereiches vermittelt, 
wie sie unser Satz behauptet. 

Den Randpunkten //; entsprechen nämlich entartete Bündel, die aus allen 


1) Vgl. F. Schur, Grundlagen der Geometrie, Leipzig und Berlin 1909, $$1, 2 u. 8. 
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Kreisen bestehen, welche durch einen Punkt p von F hindurchgehen. Die p und 
die //x sind also eineindeutig und stetig auf einander bezogen. Ein Kreis f ist in 
allen und nur den entarteten Bündeln enthalten, die durch die Punkte p des Kreises 
bestimmt sind, und die Ebene E, die dem Kreise entspricht, enthält daher alle und nur 
die //x, deren p auf f liegen. Die Abbildung der p auf die //, vermittelt also eine 
eineindeutige stetige Abbildung von F auf K, bei der die Kreise fin die ebenen 
Schnitte von f übergehen. 


S4. Die Kennzeichnung der Kugel. 


Nach $ 2 erfüllen die geodätischen Kreise die Voraussetzungen des Satzes 
von Study. Wir können daher unter F eine reguläre Fläche mit Paaren konju- 
gierter Punkte und unter f die geodätischen Abstandskreise dieser Fläche verstehen. 

Wir konstruieren nun nach der Schlußbemerkung von $ 2 die Bildkurven 
der geodätischen Linien auf der konvexen Fläche X; die Punkte //; der Bildkurve 
liegen auf Ebenen E,, und E,, die zwei Ebenenbüscheln angehören, die eine 
Ebene gemeinsam haben, und eine Tangente von K in //z ergibt sich als die Z,, 
und Z,, gemeinsame Gerade in dem über K hinaus erweiterten projektiven 
Raume. Die Tangentenebenen von K längs einer Bildkurve einer geodätischen 
Linie umhüllen also einen Kegel. Die Spitzen der Kegel, die den geodätischen 
Linien eines Büschels durch zwei konjugierte Punkte zugeordnet sind, liegen auf 
einer Geraden, und weil zwei solche Büschel stets eine geodätische Linie gemein- 
sam haben, schneiden sich die entsprechenden Geraden stets. Sie erfüllen also 
eine Ebene. Wir wählen sie als unendlichferne Ebene und finden somit: 

Die Bildkurven der geodätischen Linien sind die Berührungskurven der der kon- 
vexen Fläche umbeschriebenen Zylinder, die „Schattengrenzen‘“‘ von K. 

Unter unseren Voraussetzungen berühren alle diese Zylinder also in Kurven 
und X enthält keine Geradenstücke. Daher wird K durch parallele Normalen ein- 
eindeutig und stetig auf die Kugel abgebildet und dabei werden die Schattengrenzen 
in die Großkreise der Kugel übergeführt. Damit ist zugleich eine Abbildung von 
F auf eine Ebene hergestellt, bei der die geodätischen Linien von F in die Geraden 
übergehen. E. Beltrami!) hat gezeigt, daß alsdann F konstantes Gaußisches 
Krümmungsmaß haben muß. 

Wenn wir nun F als überall regulär voraussetzen, so folgt nach dem Satze 
von H. Liebmann ?) über die Unverbiegbarkeit der Kugel, daß F die Kugel ist. 


') E. Beltrami, 1866 Opere I. S. 262—280. 
®) Göttinger Nachrichten 1899, S. 44—55. 











Zur Geometrie der Laguerre-Gruppe. 


Von Heinrich Liebmann ın Heidelberg. 


Die Laguerresche Gruppe !) — darunter sei die Gesamtheit der (längentreuen) 
Geradentransformationen verstanden, die Kreise in Kreise überführen, ein Aus- 
schnitt also aus der Gruppe der Berührungstransformationen der Kreise ?) — baut 
sich aus trıvialen Transformationen (Bewegung und Dilatation) und den eigent- 
lichen „Linieninversionen“ auf. Sie ist als instruktives Beispiel für die von G. Pick 
begründete ‚.natürliche Geometrie der Gruppen‘ zu verwenden, scheint aber ın 
diesem Sinne noch nicht behandelt worden zu sein. 

Die folgende kurze Darlegung gibt in-Nr. 1 die sechs erzeugenden infinite- 
simalen Transformationen an, in Nr.2 wird die niedrigste Diflerentialinvariante 
in bestimmter Form berechnet (,‚Laguerrekrümmung‘“‘ L), in Nr. 3 ein invariantes 
Kurvenintegral (der auch ohne Rechnung geometrisch zu erfassende ‚‚Laguerre- 
parameter“ ) ); Nr.4 gibt die Lösung des dazugehörigen Variationsproblems. 

l. Die rechtwinkligen Punktkoordinaten (z, y) ergeben als Koordinaten 
eines Linienelementes 


L. Y. Yı = ay — tangı 
u ’ 
Die Linienkoordinaten g — Winkel des von Ö auf diese Gerade gefällten 
Lotes OF mit der z«-Achse — p{OF) und dazu p, = Fi zur Bestimmung des Linien- 


elementes, dessen Träger der Punkt ? der Geraden ist (FP = p,) hängen mit 
ihnen durch die Gleichungen zusammen: 
2 = pcosg — pıSing. 
Yy psing — P,€608g, 
T 
Yı - cotg g (oder uk Tas 4): 
Zwei benachbarte Linienelemente bestimmen ein Krümmungselement; man 
erhält den Krümmungsradius go aus 
m dı dx d2p\ .. net 
ec0str = 2 dg = —(p | Jung = — (p+ P)Iing 
esinr = (p + p,) 08 g. 


1) Vgl. hierzu Nr. 14 und 24 des Artikels III AB4b der math. Enzyklopädie (@ino-Fano). 
Kontinuierliche geometrische Gruppen. 
?) Lie-Scheffers, Geometrie der Berührungstransformationen | (Leipzig 1896). S. 150 
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es ist also 
e=P+ Pr 
Verlangt man von einer Geradentransformation, daß sie streckentreu sein 
soll, so kommt man auf die Forderung 
P, P, = a(d 45 P,P, -4(2). 
oder also 
y= (ip) 
p=pf +8(Y) 
Nachdem diese einfache Grundlage in Erinnerung gebracht ist, erhält man 
für die infinitesimalen Transformationen den Ansatz 
y=y+rip=y+eEPly), 
p=p+top=p+teP=p-+e(p®, +G(y)) 
und hieraus für die Erweiterungen (Zuwachsgrößen der Differentialquotienten 
von p nach g) nach $. Lie 


dp do | | 

P, = dg ET en -G, — pP, =G, + p®,, 
dp do 

P,= .* Pa 7 dg =6G, +Pp®;, + PıDz — PP. 
dp do 

P, = . Pa dp = (G, + p®, + 2pı®; — 2p3®, 


USW, 
Verlangt man jetzt, daß Kreise in Kreise übergehen, daß also die Differen- 
tialgleichung , 
E r = Pı  P = 
invariant bleibt, so muß 
P,+P=6G+G6G+p(®+®,) +2p,(® + ®;,) 
gleich Null sein, unabhängig von p und p, also 
D—=a, +a,c0sp — a,Sing, 
7 = 4, + 4,008 y — a,Sing. 
Hiermit ist die sechsgliedrige äquilonge Gruppe der Kreise gewonnen, und 
man erhält für die Zuwachsgrößen bei den einzelnen erzeugenden Transformationen 
die Tabelle 


(a,) e=1,P=P, =P=:.-:=%d, 

(A,) =, P=-1,P,=P, =... = \ 

(43) ®=0, P=— P,= P, =. =c0089, 
P,,=-P,=P,=-:-=-sing, 

(a,) ®=(, P- -P = P,=: = — sing, 
P,,=-P,=P,=:---= — 0089. 

(d,) ® — 008g, P=p®, = — ping, 
Pk, = — p Sing — Pcosy + Pp,ıSing = — Pcosy, 
P,=- Pı C0Sy + p sin $ + Pa sin y — Pı C08 y 


+ (p-+ p) sing, 
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und nach dieser Vorschrift weiter 
P,;, = pcosgy + 2(p, + p,) Sing, 
P, = (3pı + 2p,;) cosp + (— p + 2p, + 3p,) sin 9 
P, = (— p + Ip: + 5p,) cos + (— 4p, + Ap,) sing, 


(ag) ® = -- sing, P= — pcosg, 
P,= psing, 
P,— pısing + (P + pa) cos. 
P,;,= — psing + 2(p, + P3) c08g 
P,= — (3pı + 2p,)sin@ + (—Pp+ 2pg + 3p,) cos g, 


P, = — (— p+ 5p, + 5p,) sin gy — (— Apı + 4p,) 08 y. 
Die sechste infinitesimale Transformation geht aus der fünften hervor wie die 


vierte aus der dritten; man hat % zu ersetzen durch + g. 


2. Um sodann die Differentialinvariante niedrigster Ordnung f(g, P, Pı: Pa: 
Ps» Pa; Ps) zu berechnen, beachte man, daß wegen (a,) und (a,) f von g und p 
frei sein muß. (a,) und (a,) führen dann auf 


IH, AL. 





öpı Ops Op; 
 . 
Opa EPs 


also enthält / die Größen 
0ı = Pı TP»02= Par Ps» 03 = Ps rP;: 
die drei ersten Differentialquotienten des Krümmungsradius nach g (oder er). 
(a,) und (a,) ergeben dann noch die Forderungen: 


of of , ,_% of of. 


P äp, - PR öp, pP ET (3Pı = 2P3) ETF (= pP + 9Pa + IPp4) dp, 0, 
(P + Pa) 2 + 2(pı = Po +iartair DAR +d- pP Po 5 — 0 
oder nach Einführung von o,. 0; und 93: 
25 + 50, 2 6 
2 + 30 3 + (40, — en), = (0, 


L = 49307”, — 50307 ° — Wr". 
die wir als „Laguerrekrümmung‘‘ bezeichnen wollen. 

Wir fragen nach den Kurven konstanter Laguerrekrümmung und können 
sie durch eine geometrische Überlegung vorab bestimmen. 

Fällt man auf die Tangente der Evolvente des Kreises mit dem Radius a aus dem 
Kreismittelpunkt das Lot OF, so ist die Strecke bis zum Berührungspunkt (FP‘) wieder 
gleich a. Die Kreisevolventen sind also „‚Äquitangentialkurven‘“ zu den mit dem 
Grundkreis der Evolvente konzentrischen Kreisen. Man wird gut tun, dabei die 

Journal für Mathematik. Bd. 154. Heft 1. 3 
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Kreise mit einem Umlaufsinn zu versehen und demgemäß nur je einen Ast der 
Kvolventen zu beachten. Bei „Linieninversion‘‘ — Bewegung und Dilatation führen 
auf keine neuen Formen — werden aus diesen Evolventen dann Äquitangential- 
kurven zu den Scharen von «ao! orientierten Kreisen mit gemeinsamem orien- 
tierten Tangentenpaar, und die Krümmung Z ändert sich nicht. 

Sodann ist zu beachten, daß die Kreisevolvente 


p= ag 


L= — Aa! 
besitzt, und somit sind alle Kurven konstanter Laguerrekrümmung Kreisevol- 
venten und die durch Linieninversion daraus entstehenden Kurven, besser „Stütz- 
orte von orientierten Geraden‘ gewonnen. 


konstante Krümmung 


3. Nach dem ‚Codex‘ der natürlichen Geometrie der Gruppen hätte die 
jetzt folgende Bestimmung des invarianten ‚„Laguerreparameters‘‘ vorausgehen 
sollen; er wäre der Invariantenberechnung zugrunde zu legen, d.h. man hätte 
ıhn als unabhängige Variable (nicht den Winkel 9) zu verwenden. 

Man kann ihn wieder rein geometrisch gewinnen. Vier aufeinanderfolgende 
Tangenten einer Kurve seien mit Zg, 2, fa, 23 bezeichnet und die Tangenten des 
Krümmungskreises mit Zg., ij, Z,, 23 die Abschnitte auf 2, und 2, für die Kurve mit 
At, und At,, für den Krümmungskreis aber mit At, und At,. 

Dann ist 

Ag — Ay, = 0dr + Id Adı -— 0 Ar — 0 -Ar= IM Ar 

Diese Größe muß aber bei unserer äquilongen Gruppe, die Kreise in Kreise 
überführt, invariant sein, und somit gelangen wir zu dem durch 

1—/Ydodı 
definierten „Laguerreparameter‘‘. 
Rechnerisch findet man ihn aus dem Ansatz 


fdy) = e(fh’' + 7 D-+ 2 P+.-)=(0. 


(a,) und (a,) zeigen, daß f von g und p frei sein muß, (a,) und (a,) weiter, daß / 
nur die Differentialquotienten von g enthalten darf, (a,) und (a,) führen endlich 
darauf, daß schon dreimalige Erweiterung genügt, um aus 


bez. cosyp|\ — [ + 20, iR — ( 


das invariante Integral 


So:dy = / Ydedyg — S Yaedır 
zu gewinnen. 
Bei Einführung von A wäre dann auch die Berechnung von ZL, wie schon 


erwähnt, einfacher ausgefallen. 








\ 
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Man hätte — mit Einführung von A, also bei Differentiation nach A 
erhalten 
L = 20,2! (403 + 3er" — 2er). 
Die „natürliche Gleichung‘‘ einer Kurve ist dann in der Form zu schreiben 


dL 
dj F(L). 


4. Die Extremalenbestimmung vom Bogenelement dA, also die Lösung des 
Varıationsproblems 
dJ Vaody — 8./ (pı + Ps)! dy 
ist leicht auszuführen, denn die Eulersche Gleichung 
( d ) ! #0 d® ' ) () 
\dy Pı : P3) dg3 Pı 7 Pa) m 
hat die Lösung 
FıT Pa; acosg — bsın g)? 
und zeigt durch einfache Rechnung. daß die Extremalen die Laguerrekrümmung 
L = 4a? —- 6° — e) 
besitzen, also dıe uns schon aus Nr. 2 bekannten Kurven konstanter Laguerrekrüm- 
mung sind. 
Schließlich sind die Kreisevolventen (und mit ıhnen die Kurven mit kon- 
stantem L) auch noch dıe Bahnen der Linienelemente bei den eingliedrigen Unter- 


gruppen. 
Betrachtet man z. B. dıe Gruppe 
G p !. 
p=pra 
so geht 
pP ag — go 


über ın 
p=ıag — g,!’-at=alg — Po): 
also sind die ©! Kreisevolventen des Kreises 
2 = a 

hier die Bahnkurven. | 

Daß ein und dieselben Kurven gleichzeitig Bahnkurven der Untergruppen 
und Extremalen des Variationsproblems sind, aber auch noch alle möglichen 
konstanten Krümmungswerte besitzen, diese volle Vereinigung von drei Eigen- 
schaften finden wir noch in der sechsgliedrigen Gruppe der (konformen) Punkt- 
transformationen der Kreise !). und in dieser Einheitlichkeit sind beide Gruppen 
den euklidischen und nichteuklidischen Bewegungsgruppen überlegen. 

Heidelberg, im Oktober 1923. 


I!) Vgl. die Arbeit des Verfassers: Beiträge zur Inversionsgeometrie 11I, Heidelberger Be- 
richte 1923, 4. Abhandlung. 











Direkter Beweis des Zerlegungs- und Vertauschungssatzes 
für das Hilbertsche Normenrestsymbol in einem 
algebraischen Zahlkörper im Falle eines 
Primteilers | des Relativgrades 2'). 


Von Helmut Hasse ın Kıel. 


Sei Z eine-ungerade Primzahl und %k ein beliebiger algebraischer Zahlkörper, 
der die !-te Einheitswurzel £ enthält. Es werde nach Hilbert für zwei beliebige 


Zahlen «,8+0 und einen beliebigen Primteiler p aus k das Symbol (32) 24 


oder gleich einer noch näher zu bestimmenden, primitiven I-ten Einheitswurzel & 
ı 


gesetzt, je nachdem 8 Normenrest des Körpers k(Ya) nach p ist oder nicht. 
Ich gebe in dieser Arbeit in Fortführung meiner früher für den Fall l=2 
ausgeführten Untersuchungen?) einen direkten Beweis des sogenannten Zerlegungs- 








und Vertauschungssatzes für das Symbol (£ es für den Fall, daß p ein Prim- 


teiler [ von 2 ist. 
Während diese beiden Sätze für den Fall eines zu / primen p sich sowohl 
in der Hilbert-Furtwänglerschen ®) als auch in der neuerdings von Herrn Hensel *) 
auf Grund seiner Methoden geschaffenen Theorie des Normenrestproblems leicht 
aus den für das Symbol (**) geltenden Auswertungsregeln ergeben, ist dies im 


Falle eines Primteilers { von ! nicht ohne weiteres der Fall. In der Hilbert-Furt- 
wänglerschen Theorie erscheinen für diesen Fall die genannten Sätze erst als Folge 


!) Diese Arbeit bildet die Grundlage für meine beiden im vorigen Bande dieses Journals ver- 
öffentlichten Arbeiten: „Zur Theorie des Hilbertschen Normenrestsymbols II“ und „Das allgemeine 
Reziprozitätsgesetz ...“. 

2) H. Hasse, Zur Theorie des quadratischen Hilbertschen Normenrestsymbols in algebraischen 
Körpern, dieses Journ. Bd. 153, S. 76. Ich verweise auf die dortige Einleitung. 

») Ph. Furtwängler, Über die Reziprozitätsgesetze zwischen I-ten Potenzresten ..., Math. Ann. 
58, S. 1. 

4) K. Hensel, Über die Normenreste und Nichtreste in den allgemeinsten relativ Abelschen 
Zahlkörpern, Math. Ann. 85, S. 1. 
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des viel tiefer liegenden allgemeinen Reziprozitätsgesetzes n( =) — 1, indem von 
v 


der Gültigkeit für alle zu ! primen p vermöge dieses Gesetzes auf die Primteiler 
p =! von ! geschlossen wird. Ich werde jedoch in dieser Arbeit zeigen, daß 
man auch ohne Anwendung des Reziprozitätsgesetzes, allein durch Betrachtungen 
im Bereiche k(l) des Primteilers [| zum Ziele kommen kann. 

Sieht man von dem Falle !=2 ab, in dem der Vertauschungssatz trivial 
und der Zerlegungssatz eine leichte Folge aus ihm und dem Auswertungsgesetz 
ist, und den ich a.a.O. vollständig behandelt habe, so sind für ein ungerades / 
die beiden genannten Sätze eine unentbehrliche Grundlage zur vollständigen 
Definition des Normenrestsymbols, d. h. zur Festlegung der oben noch unbestimmt 
gelassenen /-ten Einheitswurzel£im Normennichtrestfalle. In der Hilbert- Furtwängler- 
schen Theorie ıst diese Festlegung bekanntlich ebenfalls nur auf Grund des all- 
gemeinen Reziprozitätsgesetzes möglich, während sich aus der hier entwickelten 
Methode ein Weg ergibt, zu einer vollständigen Definition des Normenrestsymbols 
auch für die Primteiler [ unabhängig vom Reziprozitätsgesetz zu gelangen. Tatsächlich 


reichen Vertauschungs- und Zerlegungssatz zur Definition aller (‘ =) für eın be- 


stimmtes | bis auf die noch willkürlich bleibende, einmalige Auswahl eines be- 
stimmten (aus !). 

Die zu beweisenden Sätze sind, da ihr Nachweis, wie oben hervorgehoben, 
Hand in Hand mit der vollständigen Definition der Normennichtrestcharaktere 
geht, folgendermaßen zu formulieren: 

Die Definition derN ormennichtrestcharaktereläßt sich sotrefjen, daß dieGleichungen 

(Ia.) (Pr @) (Pr ®) = (Pr fa e), EEE für | 

| ee erste Komponente 

(Ib.) Be) - vo ®:), Auges ng ne für die ) | 

sweite Komponente 


(11.) (2a e) = 1 - (Vertauschungssatz) 


für beliebige «a, a,, &, ß, ß,, 8, aus k richtig sind. 

Ich führe den Nachweis zuerst für (la.), dann für (Ilb.) in dem Falle, wo 
beide Symbole links gleich 1 sind. Daraus weise ich leicht (II.) nach, was dann 
den Rest von (Ib.) nach (la.) sofort ergibt. 

Der Primteiler [ von ! habe die Ordnung e, den Grad f, es sei ef = m und 
k(l) der zu I gehörige Henselsche Erweiterungskörper von k. Dann ist ‚vorläufig‘: 








das Symbol (3°) für zwei beliebige Zahlen «, 8 aus Xk(l) (speziell also aus k) so de- 


finiert, daß es gleich 1 oder {(+ 1) gesetzt wird, je nachdem # für den Bereich von 
I 
[ der Relativnorm einer Zahl des Bereiches ?) k(l; Va) gleich ist oder nicht, oder 


ı) Siehe die erste, in Anm.1 auf S. 20 zitierte Arbeit von mir. 
2) Dieser Bereich ist bekanntlich dann und nur dann ein Körper vom Grade / über (fl), wenn 
« keine I-te Potenz in (Il) ist, sonst ein aus ! Körpern k(l) zusammengesetzter Ring. 
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I 

wie ich kurz sagen will, Normzahl bzw. Nichtnormzahl von k(l; Ya) ist !). Dieser 
vorläufige Wert 1 oder { des Symbols ist gegen multiplikativ zu « und £ hinzu- 
tretende /-te Potenzen aus k(l) invariant. Ich setze zunächst fest, daß auch der 
endgültige Wert ungeändert bleiben soll, wenn « und ß mit beliebigen /-ten Po- 
tenzen aus k(l) multipliziert werden. 

Der Nachweis der ausgesprochenen Behauptungen stützt sich auf das in 
einer gemeinsamen Arbeit von Herrn Hensel und mir ?) aufgestellte Auswertungs- 


gesetz für den vorläufigen Wert des Symbols (2°) Dort wurde gezeigt, daß ab- 


gesehen von dem trivialen Fall, wo « eine /-te Potenz in k(l) und alle ß aus k(l) 
Normzahlen sind, sich ein spezielles, jeweils durch « bedingtes Fundamental- 
system A’; ns... 9m; 7a für die multiplikative Darstellung in k(l)?) angeben 
läßt, sodaß für ein in der Form 


(1.) Bl; O<K—I— 1) 
dargestelltes ß aus k(l) dann und nur dann (ee) —= | ıst, wenn der Exponent 


d; eines bestimmten, kritischen Basiselementes gleich Null ist. Dieses kritische 
Element bestimmt sich ferner nach dem dortigen Satz 3 in folgender Weise: 
Ist A; n1,...,77m; 9a irgendein (nach steigenden Graden geordnetes) Fun- 
damentalsystem für die multiplikative Darstellung in k(l), das für alle folgenden 
Betrachtungen als fest zugrundegelegt werde, und 
(2.) ara; (Ver Zi—1) 
die Darstellung von « durch dasselbe, so ist in den drei bekannten, abgesehen 
von dem trivialen Falle « = of(l) für « zu unterscheidenden Fällen ®): 


a.) nttah (l); (Cm+ı +0) das kritische Element: 4’, 
b.) a " 4% ı Aa nt er (l); (Co +0) „9 DR) Re) Nu, 
Jam N; (v0) „ 2 DZ 


wobei sich im letzten Falle die Grade der beiden Einseinheiten 7, und 77, zu 
el 
i—1 
hörigen kritischen Element‘. 
Aus diesen Resultaten ergeben sich sofort die folgenden Formeln für den 
ß, *): 
7: 


ergänzen. Ich rede im folgenden auch kurz von dem jeweils „zu « ge- 





vorläufigen Wert des Normenrestcharakters ( 


!) Da es sich bei Zugrundelegung der Henselschen Erweiterungen um wirkliche Normen, nicht 
nur Normenreste handelt, ist die Einführung dieser Ausdrucksweise den Bezeichnungen: „Normen- 
reste und Normennichtreste“ vorzuziehen. 

2) K. Hensel u. H. Hasse, Über die Normenreste eines relativ-zyklischen Körpers vom Prim- 
zahlgrad ! nach einem Primteiler [ von !, Math. Ann. 90, S.262#f., im folgenden zitiert mit HH. 

®) Die Beschaffenheit eines solchen Fundamentalsystems ist inHH,,S. 264 f. ausführlich erläutert. 

#) Siehe HH, S. 266, außerdem H. Hensel, Die Zerlegung der Primteiler in einem auflösbaren 
Oberkörper. dieses Journ. Bd. 151, S. 203 ff. 
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(3.) (*%) +41: (?*) =4: r=1,2...m);: (" ) = 1: 


denn der Exponent des zu n. gehörigen kritischen Elements 7’ ist unabhängig 
von der Wahl des Fundamentalsystems. 

7 ( Nas -) N : 

4. ——-) +1: 

(4.) r 
denn die „‚ausgezeichnete‘“ Einseinheit n. eines Fundamentalsystems ist das einzige 
l—1' 
sodaß unter Berücksichtigung der Tatsache, daß auch alle Einseinheiten von hö- 


Element des Basıssystems für den Grad das keine /-te Potenz in k(l) ist, 


el gr u 
herem als dem -ten Grade /-te Potenzen in k(l) sind, das zu 4 gehörige kri- 





i—1i 
tische Element n. sich durch ein beliebiges 7. in der Form n =nFsl); 
1=ce=1-— 1) ausdrücken muß, also auch n; und somit 7. Niehtnormzahl von 
l 
k(l; YA) ıst. 
n; Nr\ 6 N . . y. . 
% r “ — 1; (r, s=1,.2,....m), wenn die Gradsumme der Eiınsein- 
(3.) heiten ns und Nr den Betrag | übersteigt ; 
rn Nr 
(=) 4:  r=1,2...m): 


denn dann ist „, von höherem Grade als die zu n, gehörige kritische Einseinheit 
nr, kann also diese bei der Darstellung durch das entsprechende System 


9 


23, -.-.-,Nn;na nur in /-ter Potenz enthalten, und dasselbe gilt für die Eins- 
einheit 7. vom Grade 1 . 

Die speziellen Fundamentalsysteme 7’; 71» + - +, 2m5 7, die für die auf ihren 
Normenrestcharakter zu untersuchenden $ für die einzelnen « zugrundezulegen 
sind, lassen sich wegen der Eindeutigkeit der Darstellungen durch ein beliebiges 
solches Fundamentalsystem sämtlich durch mod. ! ganzzahlige, umkehrbare Trans- 
formationenin dasein für allemal zugrundegelegte Fundamentalsystem 4; 7, ... , ms Na 
transformieren. Dabei werden die Darstellungen (1.) in ebensolche Darstellungen 

(6.) =. een; O<SKSI-A) 
übergehen und die alten Exponenten d; mit den neuen d, durch m + 2 lineare 
Kongruenzen 


‘ 


1 
d= £ pud,mod.!; (r=0,1,..,m+1) 


s—u 


zusammenhängen, deren Determinante |prs| == 0 mod. ! ist. Speziell wird also 
auch der Exponent des kritischen Elementes jedesmal eine bestimmte, (nicht iden- 
tisch verschwindende) lineare Form mod. ! in den neuen Exponenten d, sein. 
Daher folgt: 

Satz 1. Ist Aynya 7m} Ya ein beliebiges Fundamentalsystem für die mul- 
tiplikative Darstellung in k(l), so gibt es zu jedem a(+ «y(l)) aus k(l) eine bestimmte, 
nicht identisch verschwindende Linearform 
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ns +1 


L.(d,)= 2 p(»d, mod. |, 


s—( 


so daß für alle und nur die 8 aus k(l) : (&*) — 1 ist, für die die Exponenten d, 


aus der Darstellung (6.) durch jenes System der Bedingung 


L.(d,) =0 mod. / 
genügen. 


Daraus ergibt sich, daß im Einklang mit der vorläufigen Definition des Sym- 
bols als Normenrestcharakter 1 oder £, sowie mit der oben getroffenen Festsetzung 
der Invarianz gegen /-te Potenzfaktoren, für « + «4(l) mit einer nicht näher be- 
stimmten, primitiven /-ten Einheitswurzel 


(7.) (4°) — Slaldı) 


gesetzt werden kann. Gehören dann zu zwei beliebigen Zahlen #, und £, aus Xk(l) 
bei der Darstellung in der Form (6.) die Exponentensysteme d® und d@), so ist 
das zu ß, 8, gehörige Exponentensystem = d(!) + d(9 mod. /, und da 


L.(d) + L,(d®) = L,(d® + d®) mod. I 
ist, folgt aus (7.): 


da) (Fu ” (Fe) . (ae), 


Für den Fall « = as(l) ist diese Gleichung natürlich ebenfalls richtig. Damit ist 
die obige Behauptung für die Gleichung (la.) bewiesen und gleichzeitig eine dem- 
entsprechende Festsetzung über die Normennichtrestcharaktere gewonnen. 

Faßt man den Körper k(l) als Abelsche Gruppe mit der in bezug auf die 
Untergruppe der /-ten Potenzen gebildeten Basisdarstellung (6.) seiner Elemente 
% auf, so wird durch jede nicht identisch verschwindende, lineare Kongruenz 


m+1 
L(d,) = ‚2, Ps d,= (0 mod. | 
eine bestimmte Untergruppe von k(l) vom Index / definiert, so daß Satz 1 auch 


I 

besagt, daß im Falle « + al(l) die Normzahlen von k(l; Ya) in k(l) eine Unter- 
gruppe vom Index / bilden. Umgekehrt folgt leicht aus der Basisdarstellung (6.), 
daß jede Untergruppe von k(l) vom Index / durch eine nicht identisch verschwin- 
dende, lineare Kongruenz mod. ! zwischen den Exponenten d, definiert sein muß. 
Nun haben zwei solche Kongruenzen ZL,(d,)=0 mod.! und ZL,(d,) = (0 mod. |! 
dann und nur dann vollständig identische Lösungssysteme d,, wenn identisch 
L,(d)=tL,(d,); (t=1,2,..,12—1) ist. Da jeder der m + 2 Koeffizienten p, 
Im+2 | 

i-1 
nicht identisch verschwindende und in ihren Lösungssystemen verschiedene Kon- 
gruenzen und folglich ebensoviele verschiedene Untergruppen von k(l) vom Index 
! vorhanden sind. 





in L(d,) l verschiedene Werte haben kann, folgt also, daß im ganzen 


l fi 
Andererseits sind bekanntlich zwei Körper k(l; V«,) und k(l; Ya,) dann und 
nur dann identisch, wenn a, = ei &(l);(t=1,2,...,2—1) ist. Daher folgt 
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r m+2 1 
aus der Basisdarstellung (2.) von «, daß auch genau nn verschiedene und 


N 
nicht mit k(l) identisch — « + al(l) — Körper k(l; V«) existieren. 
Der Nachweis der beiden übrigen, auf S$. 21 genannten Behauptungen 


(Ib.) und (II.) kommt dann im wesentlichen darauf hinaus, zu zeigen, daß sich 
it: 1 ’ +8 _ 
jene 77 verschiedenen Untergruppen von k(l) vom Index / den T — 
I 

verschiedenen Körpern k(l; Ya) als Normzahluntergruppen gegenseitig eindeutig 
zuordnen lassen. Dazu ist noch zu zeigen, daß zu verschiedenen Körpern k(l; Ye) 
auch verschiedene Normzahluntergruppen in k(l) gehören, d.h. 

Satz 2. Sind «, und a, zwei Zahlen aus k(l), zwischen denen keine Relation 

(8.) Aa ca— Hl); (O—Zc,„c <1—1, nicht beide Null) 

l l 

besteht, so sind die Normzahluntergruppen von k(l; Ya,) und k(l; Ya,) in k(l) 
verschieden. 


Beweis: Da keine Relation (8.) bestehen soll, sind die Gleichungen 
l 


N 
x! — a, = 0,2 — a, = Qirreduzibel in k(l), sodaß lin k, = k(Ya,) bzw. k, = k(Ye,) 
i 


nur je einen Primteiler I, bzw. I, hat und die Henselschen Erweiterungen (I; Ye,) 
I 


—= k,(l,) und k(l; Ya,) = k,(l,) Körper vom Relativgrad / über k(l) sind. Es ge- 
nügt dann zu zeigen, daß wenigstens ein Element Pin k(l) existiert, das Normzahl 
etwa von k,(l,), aber Nichtnormzahl von A,(l,) ist. Ein solches Element resultiert 
auch, wenn man nur zwei Elemente 3, und 2, in k(l) angeben kann, dıe Normzahlen 


Ba 


1 


von k,(l,) bzw. k,(l,) sind, deren Quotient — aber Nichtnormzahl etwa von A,(l,) 


ist; denn dann ist auch , = Bir, Nichtnormzahl von A,(l,), aber Normzahl von 


1 

kz(l,). 

Zum Beweise dürfen die die Körper Ak,(l,) und k,(l,) definierenden Elemente 
a, und «, aus Xk(l) durch geeignet gewählte neue der Form afı &, ag &5; 
(b,, d, prim zu /) ersetzt werden, die ja dieselben Körper A,(l,), As(l,) definieren. 
Auf diese Weise resultieren aus den oben auf S. 22 angegebenen drei Formen 
a.) b.), ec.) wie in HH, S. 266 folgende drei allein zu betrachtenden Formen für 
a, und @;: 

a.) ausgezeichnete Einseinheit 7a. 

b.) Primzahl 4, 

DE ih. _ el en 

c.) Einseinheit „, = 1 + u4 (0 EL au, (h,l) 1). 


Es sind also insgesamt folgende sechs Fälle zu betrachten: 


Ben — 2 7 Er: Fe 
M a TEE n\ ), O5 m: 4. @, A, 1.23 NR: 
2. a = Na “ Oo — . n OÖ. a, — rs 0X — ha, 
i " - . } — 1 — ni2) 
3. 0 =Ma; 0 Uns b. nn, Os N, - 


Journal für Mathematik. Bd. 154. Heft. 
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In den Fällen 1.—4. läßt sich der verlangte Nachweis sehr leicht erbringen, 
während die Fälle 5. und 6. eingehendere Betrachtungen erfordern. 


1. we), , = mW). 





Dieser Fall kann sogleich ausgeschlossen werden, da, wie schon oben auf 
S. 23 bemerkt, zwischen zwei ausgezeichneten Einseinheiten 7 und n@ stets 
eine Relation (8.) besteht. 


2... = nn, % =Ä; 3. &, = Na Og = 9 





Dann ist die Relativnorm n,(4®) = 4’ einer beliebigen Primzahl 4®9 aus 
k,(l,) Primzahl 4’ in k(l), da l, den Relativgrad 1 hat. Nach (3.), S. 23 ist aber 
7 Nichtnormzahl von k,(I,). 

4. =ÄA, dm 





Dann ist nach (4.), (5.), S. 23 jede ausgezeichnete Einseinheit 7. Norm- 
zahl von %,(l,), aber nicht von A,;(l,). 





Es werde dann 4, = A,n gesetzt, so daß n eine Einheit aus k(l) ist. Denkt 
man sich dies n durch ein Fundamentalsystem dargestellt, wobei man von allen 
I-ten Potenzen in k(l) absehen darf, so folgt unter Berücksichtigung der Annahme, 
daß keine Relation (8.) zwischen 4, und A, bestehen soll, daß 7 in einer der beiden 
Formen 

a) 7 = Na; 
el 


b)y=m=1+v; ((<k< (= 1) 
angenommen werden darf. Ich zeige in beiden Fällen, daß man zwei Zahlen /,, ßs 
in k(l) finden kann, die die auf S. 25 angegebenen Bedingungen erfüllen. 


a) A, = A, Na- 





Dann genügen die beiden Zahlen 
I 
Bı = A, = n, (YAn), 
I 
Br = An, (Vs) = Ay ma 


ß» ist nach (4), S. 23 


| ol 
Nichtnormzahl von A,(l). 
b) ,=4,m=4l + vi). 


den genannten Bedingungen; denn ihr Quotient 





Dann sind für eine beliebige Einheit w aus k(l) und kA’ = — k, (also 


auch (A, !)=1), 
l 
= 1+Wr-nd + uVAN), 
I 
‚„A1+wWX = n,(+ Va") 


Normzahlen von A,(l,) bzw. Ak,(l,). Ferner ist 








Te Zu ‚2, ER LERE 
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= 1+rwWg=1 + Win =1l+- wirt + Kvik-+ -..) 
el 
=1l+ WM + Kuwwii!- ---, 
also 
kvuw Hi ..- - 
Kr; ARE N 
l l Mn r 
ß, rw 4 
eine Einseinheit desselben Grades ip den die ausgezeichnete Einseinheit » 
eines Fundamentalsystems hat. Läßt sıch also w so bestimmen, daß 2 ein 


1 


i su Ä 
solches 7, wird, so ıst nach (4.), S. 25 2 Niehtnormzahl von %,(l,) und damit 
ı 


alles bewiesen. 
Nun ist als ausgezeichnete Einseinheit 7. eines Fundamentalsystems jede 
Einseinheit 
la ° | Wehe; (1 | l) 
geeignet, deren Hauptglied w, der Bedingung 


sılWwy) Z— Tor - rk ... . 10% - 0) mod. i 


genügt !), also n dann und nur dann ein 7., wenn w aus 


1 
el 
ji 
k’rw' 2 - =w, mod. |, 
hy 
d.h. 
dl Co Io - 
(a. mod. | 
iv 
yt-1 


bestimmt wird, wo w, irgendeine Lösung der angegebenen Inkongruenz ıst. Da 
aber stets 

(We 4; — —=r mod. | 
ist, braucht nur 


f 
w= tw! mod.| 
gewählt zu werden. Damit ist der verlangte Nachweis erbracht, und somit Satz 2 
im vorliegenden Falle 5. vollständig bewiesen. 


- r(l) — n(2) 
6. a,=ı? 0, = .n,- 


ih,’ h, 





In diesem letzten und schwierigsten Falle bestehen folgende Möglichkeiten: 
I. Die Grade h, und h, von nl) und 1?) sind verschieden. 
1 2 


Ist dann etwa Ah, < Ah,, SO hat die zu «, = n{}) gehörige kritische Einseinheit 
2 g 


. el el a 2 ae as 
den Grad ru Tag h, > er h,, ist also nach (5.), S. 23 Normzahl von 4;(l,), 
nicht aber von k,(l,). 
II. Esithh=h,=h ao a, =! =1- u, =! =1+ uf. 


1) Siehe HH.. S. 264. 4.. außerdem K. Hensel, Zur multiplikativen Darstellung der algebra 
ischen Zahlen, dieses Journ. Bd. 151. S. 210. 


1* 
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Ich behandle hier zuerst den Fall, daß zwischen den Hauptgliedern u, und u, 

keine Relation 
Cd, + ou, =0 mod. | 
mit mod. ! nicht zugleich verschwindenden, rationalen c,, c, besteht. Nach den 
Entwicklungen von HH, S. 277!) haben die zu a, und a, gehörigen kritischen 
Einseinheiten die Form: 
m=-1+mAN, .. 
m=1+ nel; (h et 

wo u, bzw. u, irgendwelche, von den a.a.O. auftretenden f — 1 Einheiten 
wi u! — w;@ bzw. wlul=! — w;w’ mod. | linear unabhängige Einheiten aus k(l) 
sind. Ich zeige, daß man auf Grund der gemachten Annahme über u, und u, die 
Einheit u, zudem so wählen kann, daß sie von den zweiten f — 1 Einheiten 
wu! — w;@ mod. | linear abhängig ist. Ist dies gezeigt, so ist das mit diesem u, 
gebildete, zu «, gehörige kritische Element n, = 1 + uj4”, das Nichtnormzahl 
von %k,(l,) ist, Normzahl von %,(l,), da es bei der Darstellung durch das Basis- 
system für den Grad A’: 

1+ (wu — we)” +... 3; n=l+,M; i=1,2,..,f—1M) 
das nach der Vorschrift von HH zur Entscheidung über den Normenrestcharakter 
für k,(l,) gebildet ist, wegen der Bestimmung von u, nur die ersten f — 1 Basis- 
elemente erfordert, also bei der Darstellung durch das vollständige, zu k,(l,) ge- 
hörige Fundamentalsystem dessen kritisches Element n, nicht enthält. Damit 
ist dann alles bewiesen. 

Um die Möglichkeit der angegebenen Bestimmung von u} einzusehen, be- 
merke ich, daß dann und nur dann eine Einheit 

u von den w,um! — ww; (i=1,2,..,f—1) 

mod. ! linear abhängig ist, wenn dasselbe ei 


un u wiu 
— von den — : - = 
, Er» 


gilt. Das letztere ist aber nach der auf s. 2 Anm. 1 zitierten Bemerkung von 
Herrn Hensel dann und nur dann der Fall, wenn die Kongruenz besteht ?): 


2 
(9.) (42) =° = ” r dr. u „em! u | = s,(u) = (0 mod.|. 


ot! a 
Ebenso ist zur PIE ERFR eines u von der zweiten Reihe w! u’! — wiw® das Be- 
stehen der Kongruenz: 


l i—1 
(10.) (#)=° m + “2 =) * + () = s,(u) = (0 mod. | 


PR ag ı—1 ı—1 








I) Die dortigen Bezeichnungen werden sinngemäß übernommen. 
2) Hieraus folgt unmittelbar, daß für einy=1+ 2” dann und nur dann (”°) =] ist, 


wenn (8 j mod.[, d.h. auch mod. ist, wie es in der zweiten der a. S. 20, Anm. 1. zi- 


tierten Arbeiten von mir benutzt wird. 








u eh ee 
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notwendig und hinreichend. Die Kongruenz sı(w) = (0 mod.| hat, wie Herr 
Hensel a. a.O. gezeigt hat, genau /’-! mod. [ inkongruente Lösungen w, zerfällt 
also in k(l) in =! Linearfaktoren. Dasselbe gilt mithin auch von den Kongruenzen 
s,(u) = 0 mod. | und s,(u)=0 mod. |. Wären nun die sämtlichen //-! Lösungen 
von (9.) und (10.) identisch, so wäre danach identisch in z mit zwei Faktoren 
dd = 0 mod. | aus k(l): 


v,5,(u) = v55,(u) mod. |. 
Durch Vergleich der ersten Koeffizienten ergibt sich, daß v, = g = | ge- 
1 2 
wählt werden muß, und durch Vergleich der zweiten Koeffizienten erhielte man 
somit: 
u! un! mod. |. 
Dann müßte aber = einer rationalen Zahl ce mod. | kongruent sein, entgegen 
1 
der gemachten Annahme über u, und u,. Es gibt also eine Einheit u, die Lösung 
von (10.), aber nicht von (9.) ıst, die also nach dem obigen die geforderte Eigen- 
schaft hat. Damit ist ın diesem Falle der Satz bewiesen. 

Besteht schließlich zwischen den Hauptgliedern u, und u, von «, und «, 
eine Relation c,u, + Cu, =(Ü mod. |, in der dann notwendig beide Koeffizienten 
61, Ca == 0 mod. / sind, so dürfen a“; und a,“ als neue, die Körper k,(l,) und k,(l,) 
definierende Elemente genommen, oder auch von vornherein «a, und «, in der Form 

a=1-+wu4, ,=1+- u,/* mit u, = u, ınod.| 

vorausgesetzt werden. Es werde, ähnlich wie oben auf S. 26 im Fall5., , = aın 
gesetzt, so daß eine Einseinheit von höherem als dem A-ten Grade ist. Für » 
kommen dann. da keine Relation (8.) zwischen «, und «a, bestehen soll, nur die 
beiden Möglichkeiten 

a) n = Na 

&. (f ‚ed 

b)n= my = 1 + vittt: (0 < k< u h=h,ı(h+kl= 1) 
in Frage. Ich weise in beiden Fällen wieder die Existenz zweier Zahlen },, $, aus 
k({!) mit den oben auf S. 25 angegebenen Eigenschaften nach. 


a) Ga — Aylja- 





Hier erfüllen die beiden Zahlen 
I 


9, = n, 1 - Ya,) = 1l-,=—- u, 
ı 
B»=n, (1 — Ve;) —=1 As ui, 
deren Quotient 
Is Us 
A u 
ist, die gestellten Forderungen. Wird nämlich, wie oben, 7. in der Form 
Ii—1 I 
Na = 1 + weAs; (A, ] l: siw)=&0 mod |) 


angesetzt. so wird 


Ay — 1 En u,4* - A,Na 2 (4 — 
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also 


und jener Quotient 


B_t_j. We, 
ßı u, u} a 
eine Einseinheit vom Grade v— + h= h’. Diese Einseinheit läßt sich weiter 
so schreiben: 
P: —1+ wo ko jW 
el I 
ßı U} mi 


Die zu «a, gehörige kritische Einseinheit 7; = 1 -; uj4” ist nun, wie oben auf $. 28 
entwickelt, dadurch charakterisiert, daß ihr Hauptglied u, der Inkongruenz 


BJ 2 =e mod. | 
a! 
Wo Ao hp 


genügen muß. Man erkennt dann sofort, daß das Hauptglied rw 
1 


dieser Bedingung genügt. Denn unter Berücksichtigung von 
L u. el gi 
Av == V— l/ zune 2-1 at! -- ... 


(so war g definiert, HH, S. 264), folgt: 
Ss “ * wi. p s(w,)=3=0 mod. |. 
1 


ee ist also als kritische Einseinheit zu «, geeignet und daher Nichtnormzahl von 
1 
k,(l,), womit alles bewiesen ist. 
l 
b) a, = any = a(l + vArtk); (0 bc 


u h=h,(h+kl)=1). 





Hier folgt aus 
o=1+ u, A = un = (l+ u, 4*) (1 + vH) —=1 + u, 4% + var L ..., 
daß 
(11.) w=w+tvirt:. = u( + BA) = un, 
also u, und u, um eine Einseinheit genau vom Grade k unterschieden sind. Auch 
hier weise ich wieder die Existenz von zwei Zahlen ß,, 8, aus k(lf) mit den genannten 
Eigenschaften nach und setze diese mit folgenden, aus HH, S. 271 übernommenen 


Entwicklungen an: 
I 


I—1 IB 
: = nd + wel — Yay)=1+ ww te + 2 Wr — Ya);(i=1,2), 


ın denen w eine noch näher zu bestimmende Einheit aus k(l), it eine Zahl der Reihe 
I 


1,2,....2— 41 und die G,(1 — Ya,)‘ die symmetrischen Grundfunktionen von 


1 
(1 — Ya;)' und seinen relativ-konjugierten bezeichnen. Wie a.a.O. dargelegt, 

















V 








ter 


Pı 


on 
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ist in diesen Entwicklungen das auf 1 folgende Glied w(— u;)'}“+% sicher dann 


das Hauptglied, also die folgende z von höherer Ordnung, wenn die ganze Zahl 
s so bestimmt wird, daß 


12.) O<hM+l<,°, —h=h 


7 
+ 


ist. (1 — | s)' ıst ferner eine ganze rationale Funktion mit Koeffizienten in 
k(l) von ;=1 — u,s4. also auch von u. Daher kann 
Z uwirG, (1 — Ya) = AMrutl G(u,) 
=] 
und folglich 
(13.) B=1-+ wi ww) AM _ Zt Gl); (di 1,2) 
gesetzt werden, wo G(u) eine ganze rationale Funktion von u mit Koeffizienten 
in k(l) ıst. Die Koeffizienten von G(u) müssen weiter ganze Zahlen aus Xk(l) sein. 
i—1 
Denn die Teilbarkeit der £ durch 4%+#-1 wurde in HH ohne irgendwelche 
r=] 
Voraussetzungen über das Hauptglied „u von a=1 -— us, also für unbestimmt 
vervables u hergeleitet, so daß G(u) dann und nur dann ganz ist, wenn alle Ko- 
effizienten ganz sind. 
Ich wähle nun speziell : und s so, daß 


: un ö el 
ht—-IiIis=h'’ — k= h—k) 


J 4 
{ i 


wird, was wegen (h’ — k,l)= (h— k,l)= 1 stets mit einem bestimmten it der 
Reihe 1,2,....2— 1 möglich ist, und wegen 0 <k<.h’ mit (12.) in Einklang 
steht. Dann folgt aus (11.) für die beiden Hauptglieder von 3, und 3, in (13.): 
el u, a u mar— wl— u,)art (1 + Dar)! 

= a — u,far-tii +tVAE + --.) 

— 1 u ar tl — u,)ii® 
Für die weiteren Glieder von 5, und 5, in (13.) folgt ferner aus der nach (11.) be- 
stehenden Kongruenz 





u,= u, mod. |} 
und der Ganzzahligkeit der Koeffizienten von G(u): 
G(u,) = G(u,) mod. !#, 





also 
I Gu,) = AEG (u,) mod. 1% +, 
Daher resultieren folgende Entwicklungen von 3, und $;: 
8, usb 1 ni nl al 2.72 i - Ga) Rt (j 1). 
3, =1— wi ua — Glu,) ar tr _ l— u,ra® — (et), 


wo durch (4%+!) symbolisch Glieder von höherer Ordnung als A’ angedeutet werden. 


Fi uns. 2 
2, die Entwicklung: 


a 


tue “ni. ev 2 — (AH } 


Daraus ergibt sich für den Quotienten 


3: 


I 
J 


— 1 - 


1 — wi u, Gl(u,)a®-t+H1 _ (AH) 
1 + tue u, — et), 


Der} 
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: ® ist also eine Einseinheit des kritischen Grades h’ — e —h. Ist dann 
i > 
= 1 + u,A” eine zu a, gehörige kritische Einseinheit, so bestimme ich schließ- 
lich noch w so, daß das Hauptglied 

tw(— u," d= ui) mod. | 


wird, was wie oben auf S. 27 stets möglich ist. Dann kann 3, als kritisches Ele- 
1 


ment zu a, genommen werden, und ist somit Nichtnormzahl von k,(l,), während 
ß, und 3, nach Konstruktion Normzahkn von k,(l,) bzw. k,(l,) sind. 

Damit ist auch in diesem letzten Falle Satz 2 bewiesen. 

Soll der Zerlegungssatz (lb.) für die zweite Komponente allgemein gelten, 
so muß notwendig folgende Teilbehauptung desselben, die von der endgültigen 
Definition der Normennichtrestcharaktere nicht berührt wird, erfüllt sein, deren 
Richtigkeit sich nunmehr auf Grund von Satz 2 leicht herausstellen wird: 


Satz 3. Ist e 2) — | und (? =) — 1, so ist auch für beliebige ganze Zahlen 


4, Qa! 
een a 


Beweis: Besteht zwischen a, und a, eine Relation 
(14.) oa = El); (OZSc,„6%,ZSLi— 1, nicht beide Null), 
so ist die Behauptung unmittelbar klar, da dann «a“«a“% entweder /-te Potenz 


in k(l) ıst, oder denselben Körper über k([) definiert, wie «, oder «,. Ich darf daher 


annehmen, daß keine Relation (14.) besteht. 
I 


I I 
Sei dann k, = k(Ya,), k,= kiYa,), kız = k(Yaraw), ferner K = (k,,k,) 
l 


I 
— k(Ya,, /a,z) der aus k, und k, komponierte Körper, der also k, und %k, und auch 
jeden k,, als Unterkörper enthält. Aus dem Nichtbestehen einer Relation (14.) 
folgt wieder, daß [ in k,, As, Ak), nur je einen einzigen Primteiler |,, [,, I,, hat, und 
daß die Aenselschen Erweiterungen k;(l}), Aa(la), kıs(lız) relativ-zyklische Körper 
/-ten Grades über k([) sind. Weiter ist aber auch z. B. die Gleichung «? — «a, = 0 


irreduzibel in A,(l,), da sie sonst bekanntlich in Linearfaktoren zerfallen, also 
l 


ja, zu k,(l,) gehören und dann eine Relation (14.) zwischen «a, und «, bestehen 
ı 
müßte (s. oben S. 24/25). Daher hat I, und somit [ auch in X = k,(Va,) nur einen 


einzigen Primteiler 2, und die Henselsche Erweiterung K(%) ist ein Körper I?-ten 
Grades über k(l) und relativ-zyklisch vom Grade / über k;(I,). 

Die Relativnormen N, von K(%) nach k,(l,) bilden dann nach dem obigen 
Satz 1, S. 23/24, angewendet auf den Grundkörper k,(l,), eine Untergruppe aller 
Zahlen von k,(l,) vom Index !, sodaß die symbolische Zerlegung in Nebengruppen: 


(15.) klt)= N, tdi +: + yon, 
angesetzt werden kann, wobei y, irgendeine Nichtnormzahl des Körpers Ä(%) 
ın k,(l) bezeichnet. Ebenso bilden die Relativnormen n, von k,(l) nach k(l) nach 
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demselben Satz, angewendet auf k(l) als Grundkörper, eine Untergruppe aller 
Zahlen von k(l) vom Index /, sodaß 

(16.) kil)=n,+yn+---+yoın, 
gesetzt werden kann, wobei y irgendeine Nichtnormzahl des Körpers k,(l,) in 
k(l) bezeichnet. Aus (15.) folgt weiter durch Relativnormbildung nach ki((): 


n=nN) tra) + + mliN)) 
N ‚> n,(yı) N + ++. n,(y!) N 
N + GN+eo+4 pm, 


wenn N die Gruppe der n,(N,), d.h. die Gruppe der Relativnormen N von K($) 
nach k(l) und 7 = n,(y,) ein Element aus k(l) bezeichnet. Also folgt aus (16.): 
i—1 


ki)= 2 yYyN. 


! s=U) 


N ıst daher eine Untergruppe von Xk(l), die höchstens den Index /? hat !). 

Nun ist jedes Element von N als Relativnorm aus dem Oberkörper K(X) 
zugleich eine Relativnorm n, und n, aus den Unterkörpern k,(l,) und k,((,). Daher 
ist N Untergruppe des Gruppendurchschnitts 


N —— (n,, N, ) 


Ich werde sofort zeigen, daß dieser Durchschnitt N genau den Index /? in bezug 


auf k(l) hat. Dann ist also der Index der Untergruppe N von N sicher > B, also 
nach dem Vorhergehenden genau gleich /!?, und es ist 

N=N= (n,n,). 
Daraus folgt weiter, daß jede Zahl aus k(l), die gleichzeitig Relativnorm n, von 
k,(l,) und n, von k,(l,) ist, auch Relativnorm N von Ä(X%) und somit auch Re- 
lativnorm n,, jedes Unterkörpers kj5(l}) von K(X) ist, womit offenbar der Satz 
bewiesen ist. 

Der noch zu erbringende Nachweis, daß der Durchschnitt N = (n,,n,) 
eine Untergruppe von k(l) vom Index I? ist, ergibt sich nun leicht aus Satz 2. Die 
Gruppen n, und n, haben ja den Index / und sind durch zwei lineare Kongruenzen 

m+1 


L,(d)= & p®d,=0 mod. |, 


g—=() 
m+1 


L,(d)= 2 p®9d,=0 mod. | 


s=—U 

definiert, denen die Exponenten d, eines zu ihnen gehörigen £ aus der Darstellung 
(6.), S. 23 genügen müssen. Diese beiden Kongruenzen definieren offenbar 
dann und nur dann zusammen eine Untergruppe N = (n,,n,) vom Index 2, wenn 
sie voneinander unabhängig, also die Gruppen n,,n, verschieden sind. Das ist 
aber wegen des Nichtbestehens einer Relation (14.) nach Satz 2 der Fall. 

Ebenso, wie der eben bewiesene Satz 3, unabhängig von der endgültigen 
Definition der Normennichtrestcharaktere, notwendige Vorbedingung für die All- 
gemeingültigkeit des Zerlegungssatzes (Ib.) für die zweite Komponente ist, ist 


ı) Es könnten ev. mehrere Nebengruppen y’”y*N identisch sein, und zwar, wie man sofort be- 
stätigt, nur so, daß 7 in N enthalten, also n, = N wäre. Dann wäre der Index nur 1. 
Journal für Mathematik. Bd. 154. Heft. D 
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für die Allgemeingültigkeit des Vertauschungssatzes (II.) das Erfülltsein folgender, 
nur auf den vorläufigen Wert des Hilbertschen Symbols bezüglichen Behauptungen 
no wendig: 


Satz 4. Ist (4 — 1, so ist auch (*F) == 4, 


ist ) +1, so ist auch Es +4. 





Beweis: Es ist nur die erste Behauptung zu beweisen, da die zweite dann 
unmittelbar folgt. Dieser Nachweis ergibt sich sofort aus Satz 3. Es ist näm- 


lich stets 
Co 
l 


da (für ungerades !!) «= n(Ya) ist. Sei nun en — 1. Dann ist nach dem 


Zerlegungssatz für die erste Komponente !) auch 


er (=°) = ee) Ey 
und da (> Pe) — 1, weiter nach Satz 3: 


(Pa en ” (R) -, 


lerner wegen (BE) — 1 wieder nach dem Zerlegungssatz für die erste Komponente: 


(F)=1 
Bi We a; ’ 
{ 

was zu beweisen war. 


Ich benutze nunmehr den Vertauschungssatz 


(11.) (er (4) vr 


zur weiteren Festlegung der Normennichtrestcharaktere, indem ich eine solche 
Wahl dieser Charaktere vorschreibe, daß (Il.) allgemein gültig ist. 

Diese Festsetzung ergibt nach Satz 4 keinen Widerspruch mit der vorläufigen 
Definition des Symbols und natürlich auch nicht mit der festgesetzten Invarianz 
gegen zu a und $ hinzutretende /-te Potenzfaktoren aus k(l). Ferner kann sie 
auch mit den auf Grund des Zerlegungssatzes für die erste Komponente schon 
festgesetzten Relationen zwischen Symbolen mit gleicher zweiter Komponente 
nicht zum Widerspruch führen; denn stimmen die beiden zweiten Komponenten 


8, a überein. so sind beide Symbole (*7)= 1. 


Vermöge der Festsetzung (11.) überträgt sich dann der Zerlegungssatz für 
die erste Komponente: 


') und zwar nur nach den von der Definition der Normennichtrestcharaktere unabhängigen, un- 
mittelbar einzusehenden Teilbehauptung desselben: Normzahl x Normzahl = Normzahl. Auch die 
weitere Teilbehauptung: Normzahl x Nichtnormzahl = Nichtnormzahl gilt natürlich unabhängig von 
der Definition der Normennichtrestcharaktere. 
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(la.) (= °) (>> -) Z (Aufn ” 


in bekannter Weise auf die zweite: 


ß,e;, P, 4a > ß, 4,0% 
(Ib.) (@ [ )( =) =( ) 
Damit sınd die auf S. 21 ausgesprochenen Behauptungen vollständig be- 


wiesen. Das Symbol (e T 


ander widerspruchsfreien Bedingungen unterworfen: 
Für zwei beliebige Zahlen a, ß aus k(l) gilt: 





) ist nunmehr definitionsgemäß folgenden, unterein- 


1. (=>) = 1 oder [°; (Z feste primitive I-te Einheitswurzel, 1 ce 1—1), 


‘ i l 2 
je nachdem $ Normzahl von k(l; Ya) oder nicht, 


2. (? hg, = .n für beliebige a,, ß, aus k(l). 


3. Zerlegungssatz (la.) für die erste Komponente, 
4. Vertauschungssatz (11.), 

aus denen 

9. Zerlegungssatz (lb.) für die zweite Komponente 
folgt. 

Es sei noch bemerkt, daß die bei unserer Untersuchung aus Zweckmäßig- 

keitsgründen vorangestellte Bedingung 2. sich unmittelbar als Spezialfall von 3. 
und 5. erweist, und daher bei dieser Aufzählung auch weggelassen werden darf!). 


!) s.d. erste der beiden in Anm. 1, S. 20 zitierten Arbeiten, wo 2. nicht mehr mitgeführt wird. 








Über die erweiterte Umkehrung des Abelschen Theorems. 


Von Bernhard von Ludwig in Berlin. 


In einer Riemannschen Fläche vom Geschlecht p für die algebraische Funk- 
tion y von x betrachten wir die voneinader verschiedenen Stellen (x, 4) = (a,, ß}); 
(üg, Bag), » » » (a, 8,) In beliebiger Anzahl und Lage, ordnen ihnen bezw. die ganzen 
positiven Zahlen n,,?s,...r, willkürlich zu und verstehen unter A,(z, y) einen 
Integranden, welcher zum „Polygon“ B= (a,, Bi)": (ag, Ba)” - - - (a), BP)” vom 
Gradeb=n, + ng + -- + n, „gehört“, d.h. eine rationale Funktion von x und y 
von der a daß das Abelsche Integral / R,(z, y) de nur an den Stellen 
(@g: Ba), (0 = 1, 2,... I) unendlich werden kann und zwar höchstens von (n, — 1)-ter 
Ordnung, resp. rein logarithmisch, falls n, = 1 ist. 

Ist dann dem Riemann-Rochschen Satze entsprechend, R;(z, y),(4=1,2,... 
b+p—1) ein vollständiges System von linear unabhängigen Integranden, die 
zum Polygon 3 gehören, derart, daß durch sie alle anderen Integranden dieser 
Kategorie linear und homogen mit konstanten Koeffizienten darstellbar sind, so 


bildet das bis auf BE Vielfache der Perioden eintretende Verschwinden 
"(2% %k) 


der Integralsummen = Sau (2, y) de, (A=1,2,...5+p-— 1), wo n irgend 


eb Yk) 
eine ganze positive Zahl bedeutet, die notwendige und hinreichende Bedingung 


dafür, daß eine Schaar äquivalenter Stellensysteme existiert, zu welcher die 
Systeme (2, y), (k=1,2,...n) und (24, 9), (k=1,2,...n) sowie ein drittes 
System gehören, von dem das die Stellen (a,, ße), (e = 1, 2. .l) bezw. n,-mal 
enthaltende Polygon 8 einen Teil bildet. 

Der erste Teil dieser Behauptung (die Notwendigkeit der Bedingung) ergibt 
sich aus dem Abelschen Theorem und ist bereits vonG. Humbert (1887) und M. Noether 
(Math. Ann. 37) explizite bewiesen worden. 

Der bei weitem wichtigere zweite Teil dagegen, demzufolge die genannte 
Bedingung für die Existenz der Schaar auch hinreicht, ist das, was man als die 
erweiterte Umkehrung des Abelschen Theorems zu bezeichnen pflegt, und wurde 
zum ersten Male 1898 im Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 
von G. Landsberg beweislos ausgesprochen. 

Am einfachsten dürfte sich die Herleitung dieses Satzes, für den auch später 
ein Beweis bisher nicht veröffentlicht worden ist, wohl in folgender Weise gestalten: 
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Aus bekannten Gründen dürfen wir hier offenbar ohne jede Beschränkung 
der Allgemeinheit die durch eine birationale Transformation stets verifizierbare 
Annahme machen, daß die Stellen («,. 8,) weder im Unendlichen liegen, noch 
Verzweigungsstellen sind. Unter dieser Voraussetzung betrachten wir als ‚„Normal- 
system‘ das folgende System Abelscher Integrale: 


(Pu) 


Fin: ei De 
Br; Un, 2 Up BD (I, %; Ve Bl, _049 B MM 
Hz, y; a, ßı; +1 Bo+ı), (a = 1,2,...2—1). 
(Pu) 


Dabei bedeuten u,, u,,...... u, die p Normalintegrale 1. Gattung, Z (x, y; Ag Be) 
das Normalintegral 2. Gattung von der Ordnung eo, mit dem Parameter (Un- 
endlichkeitsstelle) (a,, ß,) und //(x, y; a], A; @a:1.ßo;ı) das Normalintegral 3. 
Gattung mit den Parametern (a,, ßı); (“stı: Bs+ı)., An den Stellen (Ug: Bo); 
(a, Bı): (as+ı, Bo+ı) gelten also bezw. die Entwicklungen: 

Z(u,y;o Pe) = eu Hr Poo, (X — %) 
ne  (— art een! e 
%- |-log(e -ua, )J+P,hı-ua ) 
und //(x, y; a), Bı; +1 Bo+ı) = | log (2 — us41) + Pula az 


wenn man unter PP, Po, Ps entsprechende gewöhnliche Potenzreihen ver- 


steht. Wegen p + (nn —- 1) + (nz —-1)+:: -+(n—-1)+1-1=p+n+m 
+. ++m—-1=5b+ p— 1 besteht unser Normalsystem aus genau b+p — 1 
Integralen, deren Integranden der Reihe nach mit g,(z, %), Pa(X, %),. - - Ps+»-.ılz, Y) 


bezeichnet werden mögen. Es ist nun leicht einzusehen, daß diese linear unabhängig 
voneinander sind. Es folgt dies nämlich einerseits aus der linearen Unabhängigkeit 
der p Normalintegranden 1. Gattung und andererseits daraus, daß die übrigen 
b — 1 Integranden teils ın ihren Unendlichkeitsstellen voneinander abweichen. 
teils an der gleichen Stelle verschieden hohe Ordnungen des Unendlichwerdens 
aufweisen. Jede wirkliche Linearverbindung dieser 5 — 1 Funktionen muß also 
mindestens eine Unendlichkeitsstelle haben, da ein gegenseitiges Sichaufheben 
der einzelnen unendlich großen Bestandteile nach dem eben Gesagten, ausgeschlossen 
ist, und man übersieht sofort, daß ın der Tat jeder, aus allen 5 + p — 1 Integranden 
gebildete lineare Ausdruck nur dann identisch verschwinden kann, wenn alle Koeffi- 
zienten einzeln Null sind. Wegen ıhrer linearen Unabhängigkeit und ihrer Anzahl 
b + p — 1 bilden also diese Funktionen, da sie offenbar sämtlich zu unserem Poly- 
gon B „‚gehören‘‘, dem Riemann-Rochschen Satze zufolge ebenfalls eın vollständiges 
System linear unabhängiger Integranden dieser Kategorie, und es müssen daher 
Beziehungen von der Form 

b+p—1 

(1.) R,(z, y) = 2 Cup, 4=1,23,...5+p—IM) 

gelten, worin die aus den Konstanten € gebildete Substitutionsdeterminante 


Cal von Null verschieden ist. 
(Aui=12,...49—-1) 
Jedes der Integrale /R;(x. y) de besitzt höchstens 2p +1=r Perioden, 


denn zu den Periodieitätsmoduln, die sich auf die, die Riemannsche Fläche in eine 
einfach zusammenhängende verwandelnden 2p Querschnitte a,, b,, (v = 1.2,... 
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beziehen, können nur noch die von den etwaigen Residualstellen («a,, ß}), (4 Ba), - - - 
(a, ßı) von R;(z,y) herrührenden Perioden hinzutreten. Das Entsprechende gilt 


natürlich auch von den Normalintegralen /yı(z, y) dx, so daß wir wohlbestimmte 
r Größen P,„ als Perioden von [Ri (x, y) dx betrachten und ihnen andere, analog 


gebildete r Größen Q,,(u=1,2,...r) ah als Perioden von /gi(x, y) dx an die 
Seite stellen können, wofern wir nur zulassen, daß einige der Q und eventuell auch 
einige der P verschwinden. Als unmittelbare Folge der Gleichungen (1.) ergibt 


sich dann natürlich: 


RR 1=1,2,...5+p—1 
a pP = i u) > 
(2.) Ay BR Qi s=1,2..:7 ) 


und das unserer Voraussetzung gemäß bestehende Gleichungssystem 
n (24 4 
(3.) 2, SR Eu y)da= 2 = m„Piy: A=1,2,...5b+p-—I1), 

G vx) 
worin die m, ganze rationale Zahlen sind, geht, wenn wir die Integrationswege für 
alle zwischen derselben Grenze genommenen Integrale übereinstimmend wählen, 
nach einigen, ganz einfachen Umformungen über in 


b+P —1 n *(27k, UK) r 
= Cx | & I gi (2,y) de — = 2 mu 0) =0, Ge41,2.:.: +2 1) 
(<k. yk) ji 


Wegen |C,]#+0 muß also notwendig 
QA,i=1,2,...54+p—1) 
n (2: Yk) 
(4.) Ba yilz,y) de = Em Oi (=1,23,...5+p-—IN) 
("kb Vk) 
sein. Durch entsprechende, für alle zwischen denselben Grenzen genommenen 
Integrale übereinstimmende Abänderungen der Integrationswege kann man natür- 
lich bewirken, daß hierin die rechten Seiten verschwinden und demgemäß die 


folgenden Gleichungen resultieren: 


E y ge ui ‘ 
5) 2 /im=0, (d=1,2,...p) 
(*k:vk) 
n »(zk,yk) (FM) 0 = I SR 
> g' | ae 2, 
(b.) Fa / dZ (zT, Y; Io: ße) 0, 4 un 0, 4, x N, +5 - 
(76 vk) 
n (zk, Yk) 
(7.) 2 d Hay, ßd; a:uBsı)=0, wet... —1). 
(*% v£) 


Aus der gewöhnlichen Umkehrung des Abelschen Theorems (für Integrale 
I. Gattung) folgt nun aus (5.) die Existenz einer rationalen Funktion R (z, y) 
von x und y, welche an den Stellen (2,%:), (k=1,2,...n) von erster Ordnung ver- 
schwindet, an den Stellen (xx, y5) von erster Ordnung unendlich wird, (wobei jedoch 
diese Ordnungszahlen, falls einige der genannten Stellen vereinigt liegen, bis zur 
Anzahl dieser Null- oder Unendlichkeitsstellen ansteigen), und sonst überall einen 
endlichen, von Null verschiedenen Wert besitzt. 

Wendet man das Abelsche Theorem unter Deigrandeligung dieser Funktion 
auf ein beliebiges Abelsches Integral J an, das an den Querschnitten die Perioden 
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2, 22. - Sp besitzt, und dessen Unendlichkeitsstellen die Stellen (a,. ß}), 


(Gy, Ba)». (@, Br) sind, an denen der Integrand uud bezw. die Residuen A,.R,.... Rı 


dr 
haben möge, so ergibt sich bekanntlich 
n “(ek un) 29 es . , [dJ 
(8.) ‚2, dJ = 2r, 2, + 2nı & r@R, + 2 Resid 5 log R(x, y) |. 
(2 vk) ü 


Hierin hat sich die letzte Summe auf alle Residuen zu erstrecken, welche die Funk- 
| 

tion 2 log R(x,y) an den genannten Stellen (a,, B}), (4, B2). - » - (A, Bs) besitzt, 
während die r, und r(“) ganze rationale Zahlen bedeuten, die lediglich von den 


Integrationswegen abhängen, vom Integranden - aber völlig unabhängig sind. 


Vorausgesetzt ist dabei nur, daß R (x, y) an den Stellen (a,, 8}), (&, Ba), - - - (a, Bi) 
nur endliche von Null verschiedene Werte annimmt, eine Bedingung, die wir von 
vornherein als erfüllt betrachten, denn im Sinne unserer ursprünglichen Voraus- 
setzung (3.) nehmen wir natürlich an, daß die Stellen (x;. 4x), (x, y) nicht mit den 
Unendlichkeitsstellen («,. ß}), (@g, Ba), - - - (ar. ßBı) der Integrale /R;ı(z, y) dx koin- 
zidieren. 


Will man nun das Abelsche Theorem (8.) für die linken Seiten von (5.), (6 
(7.) unter Festhaltung der für diese Gleichungen geltenden Integrationswege speziali- 
sieren, so sind die Periodenverhältnisse der Normalintegrale an den 2 p Quer- 
schnitten genauer zu berücksichtigen: An den p Rückkehrschnitten a,, (=1,2,...p) 


hat das Normalintegral erster Gattung /du, bekanntlich die Perioden e;,, 


wenn man &, — ie 
» W„.i$>» 
zweiter und dritter Gattung an diesen Schnitten durchweg verschwinden. An den 


p Querschnitten im engeren Sinne b,, (v=1,2,... p) mögen die Periodieitätsmoduln 


definiert, während die Perioden der Normalintegrale 


der Kon A erster Gattung /du; mit z,,, die der Normalintegrale zweiter 


(*u) ö s 
Gattung /dZ(x, y; Ay, ß,) mit n7@ ,, die der Normalintegrale dritter Gattung 
-M, 


Salz, Y; Gy Bi; or Bo+ı) mit @,, bezeichnet sein. Mit Rücksicht auf die angege- 
benen Potenzentwickelungen findet man dann leicht, daß nach dem Abeischen Theo- 





Kal an Kr ” d° R'(a, y) 
rem in Bezug auf AR(x, y), wenn mannoch 7 di, a y) = R’(x,y) und 1 R (x, y) 
R(&, y) 
un —— setzt, 
R (x, y) 
n (1%: Yk) 
9) 2 Sdm-a+ Lem (=1.2,...p) 


( vg) 
*(2%.9%) (94) 


(10.) 2 AZ (2, Y; 44, ß,) = En, 


(& vi) 


Pu 


-|5 a) je a A 
dat“ \ R(x, y) /Ia@.w- (ag Ag Qu = AU 75, SoCERee Wen 2) 
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ud (7k,.Yk) » 
11.) ER f: die, Yy,4 Pi; %o Ug+1s Po ı) = 2 8p+, Wg, 


(7% Y£) 
Fr 2g ri + log 
ist, worin die g4, gp+,, g(” wiederum ganze rationale Zahlen bedeuten. Um ihre 


Werte, insoweit dies notwendig ist, zu ermitteln, denken wir uns in den z,, durch 
Try, = Ya, + id, das Reelle vom Imaginären gesondert und betrachten das Inte- 


» 
gral erster Gattung u = 2cı u, unter der Voraussetzung, daß die Koeffizienten 


c; reelle Größen sind, die nicht sämtlich verschwinden. Da demgemäß u, welches 
an den Querschnitten a,, b, offenbar bezw. die Perioden A, +i1A})=e,+i.0 


p p 
und B,-+iB; = 2 Cara En Re Od, (v=1,2,...p) besitzt, nicht konstant 


sein kann, (weil sonst die Differentiation nach x zu dem, der linearen Unabhängigkeit 


du, .. ’ 
der Normalintegranden —, A=1,2....p widersprechenden Resultate 
Pp S . I p 
vr du ’ * ’ 
2 Cı 7 = — () führen würde), so muß nach einem bekannten Satze aus der Theorie 
= en 


p 
der Abelschen Integrale erster Gattung 2 (A,B, — A)B,) > 0 sein. Im Wider- 


spruche hierzu ergäbe sich aber, wenn die Determinante |d,,| verschwände und 
(1,v=1,2,...P) 


demgemäß ein System der c, von der verlangten Beschaffenheit derart bestimmt 


p 


p 
würde, daß RR, dov=0,(v=1,2,...p) ist, die Gleichung 2 (A,B, — A;B,) =0, 


woraus folgt, daß die bezeichnete Determinante von Null verschieden ist. Es muß 
daher, da aus der Vergleichung der imaginären Teile der rechten Seiten von (5.) 


und (9.) die Beziehungen 0 = & gp+, d,(A=1,2,...p) resultieren, notwendig 


gp4,—=0, w=1.2,...p) sein; aus (6.) und (10.) folgt mithin: 





du R(x, y) | u: en. 
1 daru (R R(x, y) EICHE RN en = 91,2,...2,.— 9) 
R(ag+1, Bo+ı) 


und aus (7.) und (11.): 0 = 2g( ri + log , was beim Übergang zur 


R(a,, ßı) 
Exponentialfunktion, wenn manden von Null verschiedenen, endlichen Wert A (a,, ß}) 
mit C bezeichnet, zu den Gleichungen 

(13.) R(ay ße) = C, (e=1,2,...1) 
führt. 

Zu weiteren Schlüssen aus diesen Ergebnissen verhilft uns nun die durch 
Ausführung der Differentiationen erkennbare eigentümliche Struktur der Ab- 


erN.. j ac 
leitungen a (z): ((—=1,2,...), welche darin besteht, daß, wie sich durch voll- 


ständige Induktion unschwer verifizieren läßt, stets 


ae ER ET ER ER 


EERRRELEENEEMENER AA 





eir 


er" 


ge: 





EEE EEE TEE TER 


EDER ERREGT ETEELEINERN FT E 
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di datt R' di 
(14) Zu 3 N (r. 7 as si. u )) i=1,2,. 


gesetzt werden kann, wo G,; eine ganze rationale Funktion der angegebenen Argu- 
mente ohne konstantes Glied bedeutet, also zugleich mit den Argumenten ver- 
schwindet. Offenbar ergeben sich, da wegen (13.) R(a,, 8,) von Null verschieden 
ist, aus (12.) und (14.) sukzessive die Gleichungen 


du 0 

(15.) Fr IE, .., in. rn =1,2,...09,.— ) 
und dies besagt in Verbindung mit (13.) nichts anderes, als daß die Funktion 
R(z, y) — C an den Stellen (a,, ß,) mindestens von n,-ter Ordnung verschwindet, 
daß also ın der Tat das Polygon B = («,, ßı)”": (ag, Ba)". . . (a7, 8)” einen Teil 
eines Stellensystems bildet, welches zugleich mit dem System der Nullstellen 
(X, Y) von R(z,y) und dem System der Unendlichkeitsstellen (x;, y;) von R(x, y) 
in ein und derselben Schaar äquivalenter Stellensysteme enthalten ist, wie die 
erweiterte Umkehrung des Abelschen Theorems unter Voraussetzung der Glei- 
chungen (3.) behauptet. 

Also ist dieser Satz nunmehr vollständig bewiesen. 

Aber auch seine, wie bereits erwähnt, schon früher von Humbert und Noether 
bewiesene Umkehrung ergibt sich sofort, wenn man bedenkt, daß die dann voraus- 
gesetzten Gleichungen (13.) und (15.) mit Hilfe von (14.) unmittelbar zu (12.) 
zurückführen, so daß hier in der Umgebung von (as, ß,) die Entwicklungen 

[° R(xz,y) =logC + (x — a,)"? PlO(z — «a,) 

Che co, em | c® 
Ben antrat tut Pe 
bestehen, worin die P@(z — a,), PP (x — a,) gewöhnliche Potenzreihen und die 


cp konstante Koeffizienten bedeuten, die auch alle, oder teilweise verschwinden 
können; an der Stelle (a, ,) ergibt sich daher Resid [R;(z, y) log R(x, y)] 
= ce logC = logC Resid [R;(x, y)], sodaß, weil C wegen (13.) vom Summations- 
buchstaben g unabhängig ist, die Summe 2 Resid [R;(z, y) log R(x,y)] nach dem 
Residuensatze verschwinden muß (die Vieldeutigkeit von log spielt dabei natür- 
lich gar keine Rolle, denn wählt man durch Hinzufügung eines ganzzahligen Viel- 
fachen von 2ri einen anderen Funktionszweig des Logarithmus, so bleibt der letzte 


Schluß offenbar vollständig in Kraft). Die Spezialisierung von (8) für 
J=/R;(x, y) dx, (= 1,2,...b+p — 1) führt daher in der Tat direkt zu den Glei- 


chungen (3.) zurück. 


Journal für Mathematik. Bd.154. Heitl. 
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Über die Integration zweier Systeme partieller Differen- 
tialgleichungen mittels der hypergeometrischen Reihen 
zweier Veränderlichen. 


Von Lothar Koschmieder ın Breslau. 


Die Hermiteschen Polynome 


(1.) Ü un, y) una nn ') 


p= play) =1-? —- Y,l=m+n 

und die ıhnen biorthogonal adjungierten Vym(x, y) befriedigen je ein System 
U, X zweier linearer homogener partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung; 
es glückte Didon ?) durch Kunstgriffe, das allgemeine Integral jedes dieser Systeme 
anzugeben. Neuerdings gelangte Appell?) durch systematisches Vorgehen zu 
demselben Ziele mit Hilfe einer der von ihm eingeführten hypergeometrischen 
Reihen zweier Veränderlichen *) 
CH ICHR KG KU Fe 

Ich will hier die Appelsche Reihe (2.) zur vollständigen Integration. der beiden 
Systeme partieller Differentialgleichungen benutzen, denen die allgemeineren Polynome 





0, I ’ 
(2.) F,(}. u, w, v, v', u, v) en E (A, r FT. $) (u, r)(u,s) r 


” Oo!  chfr 

3 Bf; . EG A 

(3.) Pzun(z, y; a) = p dam äyn ) 
mıt dem beliebigen Parameter &> — } und die ihnen biorthogonal adjungierten 
Imn(X, y; @) genügen ®), und zwar auf dem Wege, den Appell in der unter ?) ge- 


nannten Arbeit bei dem Sonderfalle « = 0 der Hermiteschen Polynome einschlägt. 


!) Ich unterlasse es hier und im folgenden, den willkürlichen konstanten Faktor ce, der zu 
behandelnden Polynome hinzuzufügen, solange sein Wert unerheblich ist. — vgl. °). 

?) Integration des Systems U: Ann. Ec. Norm, (1) 5 (1868) p. 247/250; des Systems ®: ebd. 
(1) 6 (1869) p. 12/16. 

3) C.R. Acad. sc. Paris 167 (1918) p. 309/315. 

‘) Journ. math. pures appl. (3) 8 (1882) p. 173/216. 

°) Wegen der für manche Zwecke geeigneten Wahl (22a.) der c,,„ ') vgl. die Abhandlung d. 
Verf.: Über ein Biorthogonalsystem von Polynomen zweier Veränderlichen, Math. Ann. 91 (1924) 
5. 62/81: ich entnehme dieser meiner Arbeit mehrere auf die P,m In bezügliche Ergebnisse. — 
Auf die Darstellbarkeit der P,,, durch die Reihe F, weist Appell a.a.O. *).S. 190, 213 hin. 


°) Eine Integration derselben Systeme ohne jene Reihen gebe ‘ich a. a. O. 5) mittels des Didon- 
schen Kunstgriffes, 
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si. Vollständige Integration des Didonschen Gleichungssystems der 
Funktionen ®,... 


Die beiden partiellen Differentialgleichungen, die die Funktionen 


AU nat! 
/ sr . . s 3 1, p 
t.) Dan(2, Y; @) Sn Ehen u Om äy" 
erfüllen !), nämlıch 
0? pe 0? IN OR OR 
5.) 1-2) <-> - Wa- + la +n— 2) — ( 
| ) Ox° J 0x0y 5 m+1)y a 
(m +1)2a+l)R = 0 
usw. ?), gehen aus dem Systeme 
0? © 0° © 05 S 
6.) 1-2). +2e +1-1)x Bern S=0 
) 02° I xy " ni or Y 1017) +1) 


usw. hervor, indem man 

(7.) IS 2 

= Oamöyr F 
setzt. Um das Didonsche System?) (6.) der Gleichungen (5.) zu integrieren, was 
ausreicht, führt man es durch den Ansatz 


(8.) Perf 
in die Form über 
0? © © € € 


(x — x") - @a—I)«’] 


or? Ir oy' [3 or 34 öy' 
usw. Dies aber sind die Differentialgleichungen *®) der Funktion (2.)5) mit 
= —a-Lu=wW=v=vV/=4,u=r,v=y\; die allgemeine Lösung des 
Systems (6.) baut sich also linear mit konstanten Koeffizienten aus den vier Größen 
S = Fi-a. 14,444 2%,%, &=yFl4—-a—1,}1,14,3,2%, y?), 
&,=ıaFf,(4 - a —-1,1,4,3,4,22%,y) &, = @yFl—-a— 1,1,1,3,3,22, y2) 
auf ®). Die Ausdrücke (9.) gehen für «@ = 0 in die von Appell?) im Hermiteschen 
Falle angegebenen über. 


tv 


(a +l)S=0 


(9.) 


& 2. Ausdrücke der Lösungen ©;, S, in geschlossener Form. 


I. Die Reihe ©, läßt sich summieren; nach (2.) ist nämlich 
e(— a—I,r-+s) »21— a—l,g) (1,g) 


Sa, = Be zeu — z Y gar? 
ka Z (1,r) (1,s) er (1,g) r+s=4 (1, r) (1, s) "u 
0,0 ( 4 — ® g) 
x NP er ype— (l— — yarı 
er ar a "—y') 
(10. ) S, — Br, 


) a.2.0.p.42°, 8. 16. 

2) „usw.“ bezeichnet eine zweite Gleichung, die aus der ersten durch gleichzeitige Vertau- 
schung von x mit y und von m mit n entsteht. 

®) Ich übernehme diese Bezeichnung von P. Humbert. C. R. Acad. sc. Paris 167 (1918) p. 525. 

‘) a.2.0.p.42*), S. 182. 

5) Ebd. S. 174. 

6) Ebd. $. 188. 

)a.a0.p. 423). 
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Hierdurch ist die Beziehung des Schemas (9.) zu den Lösungen (4.) des Systems (5.) 
hergestellt. 
Es sei bemerkt, daß sich das System (5.) nach der Substitution (8.) selbst 


als ein Sonderfall des Differentialgleichungssystems !) der Funktion (2.) erweist, 
wobei 


u I m+i ‚a n+1 FR 


= — 0 5° u = er are, Ta ae ——— u v=y; 


geht man von den wie in (9.) durch das Zeichen F, ausgedrückten Lösungen des 
Systems (5.) nach (3.) zu den Größen Pyn(&, y; a) über, so sind diese in ihrer Dar- 
stellung durch die hypergeometrische Reihe nicht sogleich als Polynome zu er- 
kennen. Wenn man aber die allgemeine Formel ?) 

Fz(A, u, u’, v,v',u,®) 


u 
=(l—u-—-v)AF ( ‚— uv —u,vm,v, ——— — 
u Re a 


(11.) 


benutzt, erhält man in der Tat die Reihen 


1 
— l m BR x? 2 
P® == p 2 F(— U — - a u h Y ). 


w ) 
m 1 l m n 1 2 y? 
2) — pn? BE FE A TE 2. 
f p N ER % ae p’ p 
u 2 2 
PO =p® arl-a+5— 2 2 u 5 2 7 7 ? 
I 2 ae 2 2 2 
P“) = p? ayFf(— a+1— - u 5 r vi ne nr Zi u z m - ’ 


von denen die erste fürm=0,n=(0; die zweite fürm=(, n=1; die dritte für 
m=1,n=(; die vierte fürm=1,n==1 (mod. 2) abbricht wegen des negativ- 
ganzzahligen Wertes des zweiten und dritten Arguments,. 


II. a) Man kann die Lösung ©, in Form eines Integrals bringen. Wendet 
man nämlich (11.) auf (9,.) an und setzt dann 





ee ET. BE. REN" 
an) row pay) "(En ale) ” 
£ 1 
)=i+Pr+P- —, 
—. 7 Pla, y) 
so wird 
&,= a(E, 1 Bali &nF, (1 ul Bu I, 3, 3. 3 3, gg: &2, EPER n°) 
2 (l—a—L,r+s) Errı „er 
. —a— u r+8 BERN Silva LOfRe... SRFR ER =. BOSEINGERE 
= o(en) ai . (i,r) (1, s) 2r+12s +1’ 
(13.) &, = w(E,n)—-! f f” a(g,o)*t!-1deodo. 


0 0 
b) Eine andere, von Didon ?) für a = 0 angegebene Umformung der Größe 


ll) a.2a0.p. 43%). 
?) a.a.0. p. 42°), S. 197, (26,). 
®) Ann. Ec. Norm. (1) 6 (1869) p. 8/9. 


nac 


de 


w 


p@ 
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©, gestattet gleichfalls die Verallgemeinerung auf beliebige Werte von «a: Es ist 


nach (9.) 


=. 5 -whrr 2:4.» -2r 2:4. .2s un‘ 
Tun Und 3-5---WIDSS-- Au” 3 
ra T 
2 „2 ei — a—Iır-+s) ’ ' 
2 RE 1 ds 2ir (aa a ef 
/ zy 2 Ä,ni.s) (2"sın g?)’ (y? sın y?)* sıng sın y dp dıy. 


$ 3. Darstellung der Lösungen ©,,S; durch hypergeometrische Reihen einer 
Veränderlichen. 


Mit Hilfe einer weiteren allgemeinen Transformationsformel !) 


F; A, D) A j ” 4 zum de —i Pr Ale ' E . „’ u " 
9A, u,u,»9,v,u,d) (1 u) Fi ) u, u,‘ We 13 -) 
läßt sich ©, in der Form 


3 z y” 
©, — (1 a x2)atl; yFil 5 — a —10,1. 5° 5° abi a ni ;). 
also wegen 
F,(1,0, uw, »,v’,u,v) = F(l, u‘, v’, v) 


durch die hypergeometrische Reihe F einer Veränderlichen ausdrücken: 
er ee 
1) El 11,512) 
Vertauschung der Größen x und y liefert die entsprechende Darstellung der Lösung 
©. 
S4. Zusammenhang des ersten zu integrierenden Systems mit der Differential- 
gleichung der G@egenbauerschen Funktionen. 


Führt man in dem System (6.) statt x, y neue Veränderliche u, » ein durch 
den Ansatz 


(16.) u=x, ®v En y=vM — u, 


1 _r: 
wie dies die Form der rechten Seite von (15.) nahelegt, so geht (6.) ın das Gleichungs- 
paar 


- ‚os 2 6 e 2 S 
(17a.) (1 — u?) Er uv(1 — u ) auön - 2a+1—1)ul u Br 
2(a +1) u > 2(a-+-I (1 —- WW)E = 0 
„025 . 08 
(17b.) (1 — ®) Er u uv(l — u?) An do 
+ 2[a +1—1— («+ 1) u? > + 2(a +1) (di u?) SS = 


1) a. a. 0. p. 42%), S. 197, (26,). 
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über. Bei dem Versuche, eine Lösung dieses Systems von der Gestalt 
. (48.) S = (1 — w)e3(v) 
zu finden, zeigt sich, daß (17a.) unabhängig von der Wahl der Funktion $(v) erfüllt 
ist, wenn der Festwert 
(18a.) e=a-+l 
gesetzt wird; die Funktion $(v) wird durch die Differentialgleichung (17b.) fest- 
gelegt, die dann die Form annimmt 


2 2 
(19.) 1-9 +Me+ No + Ha +Ns=0 
Nun entsteht aus (19.) durch den Ansatz 
d'3 
u“ pı(lv) 
die Gleichung 
d?yp dp: 


dm) t+ Ha N tl) Ru+tY)p=0, 


die sıch bei Einführung der neuen abhängigen Veränderlichen 
z(v) = (1 — 0%)“ pı(v) 

in die Differentialgleichung der Gegenbauerschen Polynome !) 
= — 2(a +1) - +1R2ua+1+1):= 
verwandelt: (19.) ıst also die Didonsche Gleichung ?) der Gegenbauerschen Funk- 
tionen Y(v). ‘ 

Die Gleichung (19.) stellt bei Verwendung der unabhängigen Veränderlichen 
v? = w einen Sonderfall der hypergeometrischen Differentialgleichung 


2 $ 
w(1 — w) = +[fv-A+u+i)ew] 2 — Aus = 0 


(1 — v2) 


dar mit den Werten = — a—l,u=v= }. Zweilinear unabhängige Teillösungen 
derselben sind °) 
” : ie a 
(20.) — ag Fi, it. v, w) = F- _ Es I, J’ DE 2) 
= we Fi —v+1,u—v-+1,2— vw) 
(21.) Te Een 
N pn“ 2 3 Br 21 — 2) 


Die Lösung $, führt wegen der leicht zu bestätigenden Summierung 


es (1 ” Eu 


zu der Lösung ©, des Systems (17.) in der Form (10.) zurück, während sich aus 3, 
unmittelbar die Lösung ©, des Systems (17.) in der Gestalt (15.) ergibt. 
Nachdem so der Zusammenhang dreier der Teillösungen des Systems (6.) mit 
den Lösungen der Didonschen Gleichung (19.) dargelegt ist, die den Gegenbauer- 
schen Funktionen einer Veränderlichen zugehört, will ich von (21.) noch zu einer 


!) Vgl. d. Verf. „Untersuchungen über Jacobische Polynome“ 1919 S. 1: S. 11, (13). 
’)2.2.0.p.83 °). 
®) Riemann- Weber, Die partiellen Differentialgleichungen der mathem. Physik 2 (1912) S. 20, (2). 
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Integralform der Größe ©, übergehen, in der diese bei einem andern Verfahren zur 
Integration des Systems (6.) auftritt !). Der Identität ?) 


FA —v+1,u —- +1, 2—- vw = (1 — wPyrmFil —- 1,1 —- u,2— vu) 


zufolge ist 
3, = vl — W)HFla+1+1,4,3,0) 


02(a +1 +A,g) vi v di 
— Sue: 7,2 a I en on E u / 2 @ R . 
A rer en 


v0 
auch bekannte Methoden liefern eine zweite Lösung der Gleichung (19.) sofort 
in dieser Form. Der ihr nach (18.) zugehörigen Lösung ©, kann man daher auch 


die Gestalt geben 
di 


Y 
9, = plz, y)r(l — aeyatıtı [ — nn: 
2 / Yy) } p(x, t)atlHı 


0 


$5. Ermittelung der Koeffizienten der Polynome Q,„n- 


Appell beschränkt sich ın der Arbeit p. 42?) auf die Polynome (1.); er geht 
inihr auf die von ihm a. a. O. p.42®), S. 190, 213 erwähnte Darstellung der den U, 
— P,ın (2%, y; 0) biorthogonal adjungierten Polynome V ,n = Qyn(&, y; 0) mittels der 
Reihe F, nicht näher ein. Ich will im folgenden grade diese Reihe zu Bemerkungen 
benutzen über die Form der aus der Entwickelung 


0,0 


(1 — Zar — 2dy + a? + 59) 1!= Zar ir Qun(t,Y; a) 


entspringenden Polynome Q,„(2, y; a) ?), deren System das der /, biorthogonal 
ergänzt. sodaß das über die Fläche des Einheitskreises erstreckte Integral 


[fr P sn On dxedy =0, wenn (m — r)” +(n —s)”?>0, 


ı 1 T@e+i+1) ra 
(22.) /» P mm Fran d.r dy - m! n! T (2a En 1) u +4 


ist, wenn der in P,„ verfügbare konstante Faktor 
(— 1) I(a-+1) I'(2a + i+1) 


(222.) mn TI min! Ta+i1+1) 2a +1) 
gewählt wird ®). 

Auch die Q,„„ genügen einem System partieller Differentialgleichungen 5) 

2 2 | 3 
23.) (1-2) = — ıy ver — (da+n-+35)x z + my r | 
- m{2a +1 -+-2)0=0 

usw.. das man mit Hilfe der Substitution (12.) in der Didonschen Weise durch 
Quadraturen vollständig integrieren kann 5). Indem ich hier bei den ursprünglichen 


Veränderlichen r,y bleibe, verallgemeinere ich zunächst eine Bemerkung von 


1) 2.2.0. p. 42°), S. 79. 
?) 2.2.0. p. 46°), S. 21. 
’) 2.2.0. p. 429), S. 64. 
‘) Ebd. S. 63, 69. 

5) Ebd. S. 80,81. 
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Didon !) über die Polynome (yn(x, y; 0) dahin, daß auch die Polynome Onn(X, Y; @) 
bei fester Zeigersumme m + n = l mit den Funktionen PB„n(2, y; a) die Eigenschaft 
gemein haben, sich als Teilableitungen einer und derselben Funktion T ausdrücken 
zu lassen; dies folgt daraus, daß dem System (23.) das folgende 


| &T oT oT oT 
U ı DEREN ae" Z BERN nn EP Ri 
(24.) (1 — 2x2) Zr Ye (2a —1- I) 5, + 1y + Ka+1)T=0 
usw. als Didonsches zugehört, in dem Sinne, daß der Ansatz 

| oT 

25. — ze (De 

Br IX"Oy” ? 


von (24.) zu (23.) führt. 

Da die Gleichungen (24.) durch die Substitution (8.) in diejenigen der Reihe 
(2.) mit den Parameterwerten A=a-I, u=wW"= — 3  -y= 5 übergehen, 
setzt sich die allgemeinste dem System (24.) genügende Funktion 7 linear mit 
konstanten Koeffizienten aus den Größen 


Ei, 
r @ l Bea Rn... 
T,=yFyfa- y =* Ip ty 
3 i—1 : 
= sl + 5-5 - N) 
' | i—1 At ze me 
T,= ayF(a4 2, Ber. u LE | 


zusammen. Von diesen sind nur die erste bezw. vierte bei geraden bezw. ungeraden 
Werten von ! Polynome. In der Tat nehmen die beiden, nach (2.) die Funktionen 


T, und 7, darstellenden Doppelreihen, wenn man für gerades bezw. ungerades / 


l l i—1 i—1 
ar. -hs=n— kbewr= —- —h,s= EEE 


setzt, bis auf einen noch zu bestimmenden konstanten Faktor C die gemeinsame 


Form 
| . gu (-1V Ta+1—g+1) 
26) IST omMMa- RNIT an! 





—dR za -?2k 
a 


an, wo h und k von O0 bis . bezw. Zi. laufen. 


Nachdem so das Polynom 7 ermittelt ist, findet man aus (25.) 


gl (1% Tla+i—g+1) 
T(a+1)»x As hl kl (m — 2h)! (n — 2k)! 
Daß der genannte Faktor C den Wert 1 hat, bestätigt man durch Einsetzung in 
(22.) mit Hilfe folgender Bemerkungen: erstens enthält Q,„„ nur ein einziges Glied 
I-ten Grades, und dieses besitzt die Form C 27a -+1+1)z"y" T(a+1)m!n!; 
zweitens wird bei Integration über die Fläche des Einheitskreises 


(27. ) Bis un 


m—?2h „m— 2k 
zZ Y [2 





!) Ann. Ec. Norm. (1) 6 (1869) p. 20. 
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a ‚ _2#* [la+i+1) 
/» Pan Omn dx dy — C Bee Ta + n) Sr P an 2" y" dx dy, 


weil P,m zu jedem Polynom von niederem als !-tem Grade orthogonal ist !); drittens 
ergibt sich auf Grund von (3.) und (22a.) als Wert des letzten Integrals, wenn 
T=TC08g, y=rsing gesetzt wird, 








//r Pan %" y" de dy = (— 1)! can Ser und day 
2 1 Pa +41)fTRa-+!+1M) 7c 
— (— | an 2)a+! — RN ARE... DEREN 
= ( 1)? Can m! n! J if“ rar = Zi T(a+i-+1)T(2a +1) at1+T 


Für a = 0 erhält man aus (26.), (27.) die von Didon ?) in diesem Sonderfalle ange- 
gebenen Ausdrücke bis auf einen dort willkürlichen konstanten Faktor.. Man be- 
stätigt das Ergebnis (27.), indem man das System (23.) mittels (8.) auf die Gestalt ®) 
bringt, wobei A=« +1 + > u=— 5 w"=— 5: y-/y= = zu setzen ist. 
Vier Teillösungen dieses Systems von der mehrfach beschriebenen Art sind also 
die Funktionen 


0W — ayFyfa 191 4 2 en , — . 2 28. yr). 


Von einem konstanten Faktor abgesehen, geht, je nachdem ob 
m=(0,n=(0,m=0,n=e1l1;m=1l, n=0:m=el,n=1 
(mod. 2) ist, die erste, zweite, dritte, vierte dieser Größen in den Ausdruck (27.) 
über. 
ı) 2.2.0. p. 42°), S. 73. 


2) a.a. 0. p. 48°). 
») 2.2.0. p.43*°). 
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Die natürliche Verallgemeinerung des Jacobischen 
Umkehrproblems, 


Von Bernhard von Ludwig in Berlin. 


Man denke sich irgend eine algebraische Funktion y von x vom Geschlechte p 
und wähle voneinander linear unabhängige rationale Funktionen A,(z, y) (A =1. 
2,...n) von x und y in beliebiger Anzahl n völlig willkürlich aus. Bekanntlich 
„gehören“ diese dann zu einem ganz bestimmten „Polygon“ B= (a,, A)" 
(Go, Ba)" - (an, > "vom Grade db=n,+n, ++ n; d. h. es lassen sich 


Stellen (x, y) = au Be) le =1,.2,... !) ın der Riemannschen Fläche und ganze 
positive Zahlen bei — 1,2,.../) derart bestimmen, daß die Abelschen Integrale 


/ Rıa,y)de(A=1,2,... du nur an diesen Stellen unendlich werden können 
und zwar höchstens (n, — 1)-ter Ordnung, bezw., falls n, = 1 ist, rein logarith- 
misch, und daß andererseits auch mindestens eins unter den genannten Integralen 
existiert, welches an der Stelle («,, 8.) wirklich das angegebene Verhalten zeigt. 
Es ıst dann, wenn man 
a a -p—1fürdb>+0 
p fürb = 0 
definiert, stets nr, und dem Riemann-Rochschen Satze gemäß lassen sich die 
gewählten durch Hinzufügung von r — n neuen AR, stets zu einem vollständigen 
System linear unabhängiger Integranden A;,(a,y) (A=1,2,...r) ergänzen, die 
zu dem Polygon B gehören. 
Im Falle 5 = O stellen nun die Gleichungen 


*(2k, Yk) 
(1.) n= 2, JS Ra, y) da ki =1,2,:»P) 
(ck, dp) 
bekanntlich den Ansatz des Jacobischen Umkehrproblems dar, in der Voraus- 
setzung, daß unter (2,4) = (u, %) (k=1,2,...r) unbegrenzt veränderliche, 


unter (2,Y) = (cu, dı) (k=1,2,...r) beliebig, aber fest gegebene Stellen der 
betrefienden Riemannschen Fläche zu verstehen sind, und daß die Integrations- 
wege bei je r zwischen denselben Grenzen genommenen Integralen übereinstimmen, 
im Übrigen aber willkürlich bleiben. 

Ich habe nun gefunden, daß der Ansatz (1.) auch für ganz beliebige Werte von 
b stets eindeutig umkehrbar bleibt, derart daß zu jedem System der v,, wofern nur diese 
Größen wirklich unabhängig voneinander gewählt sind, ein und nur ein System 
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von Stellen (2, y) = (&, 7) (k=1,2,...r) gehört, mit denen die Stellen (x;, y*) 
in irgend einer Reihenfolge übereinstimmen müssen, um die Relationen (1.) bei 
geeigneter Verfügung über die Integrationswege zu erfüllen. 

Die demnach höchst naheliegende und natürliche, von mir ins Auge gefaßte 
Verallgemeinerung des Jacobischen Umkehrproblems besteht daher einfach darin, 
daß man in (1.) von der Annahme b = 0 zu beliebigen Werten von b übergeht (selbst- 
verständlich mit Ausnahme von 5b = 1, da es ja logarithmisch unendlich werdende 
Integrale mit nur einer Unendlichkeitsstelle bekanntlich nicht gibt), und in dieser 
Arbeit will ich zeigen, wie sich die ausgesprochene Behauptung mit Hilfe der 1898 
von G. Landsberg ohne Beweis veröffentlichten und in diesem Bande der Zeitschrift 
von mir bewiesenen Erweiterung der Umkehrung des Abelschen Theorems in be- 
sonders einfacher Weise begründen läßt. 

Zunächst zwei einfache Vorbemerkungen: 


I. Obwohl wir die unteren Integrationsgrenzen (cy.dı) (k=1,2,...r) 
als fest gegeben vorausgesetzt haben, würde durch ihre nachträgliche Abänderung 
an der durch die Gleichungen (1.) uns gestellten Umkehrungsaufgabe nicht das 
Geringste modifiziert, da ja diese Änderung nur bewirkt, daß zu den Integral- 
summen gewisse Konstanten hinzutreten, welche, mit den unabhängigen »v; ver- 
einigt, offenbar völlig belanglos sind. Schon aus diesem Grunde brauchen wir ins- 
besondere ein Zusammenfallen der (c;, d;) mit den Unendlichkeitsstellen («,, ß.) 


der Integrale /Rı(z, y) dx gar nicht in Betracht zu ziehen, ganz abgesehen davon, 
daß diese Integrale bei einer derartigen Koinzidenz ja jeden Sinn verlören! 


II. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, daß die 
Stellen (a, 8.) (e = 1,2,...!) des Polygons ® weder ım Unendlichen liegen 
noch Verzweigungsstellen sind, denn diese Annahme läßt sich bekanntlich durch 
birationale Transformationen, durch welche weder die eindeutige Umkehrbarkeit 
von (1.) noch die Zusammensetzung des für beliebige unabhängige Variable defi- 
nierbaren Polygons ® beim Übergang zu den neuen Integranden irgendwie be- 
einflußt wird, stets verifizieren. 


Um nun zuerst zu beweisen, daß der Ansatz (1.) für unabhängige v, nicht 
mehr als eine Lösung besitzen kann, supponieren wir 2 Lösungen (x, %x) 


(k=1,2,...r) und (x, y) (k=1.2,...r), die, auch abgesehen von der Reihen- 
folge ihrer Elemente, wirklich voneinander verschieden sind. Da dann, wie sofort zu 
“(z£, uk) 
sehen, die Integralsummen $ J Rı(z,y)de (A=1.2,...r) bıs auf ganzzahlıge 
(zi vr) 


Vielfache der Perioden verschwinden müssen, so folgt nach der erweiterten Umkehrung 
des Abelschen Theorems die Existenz einer rationalen Funktion A(r, ı „ von x und y, 
deren Null- und Unendlichkeitsstellen bezw. mit (x, %y:) (k = 4; r) und 
(X, Y%) (k=1.2,...r) zusammenfallen, und die überdies so beschaflen ist, daß 
Rixz,y) —c. wo c eine passend gewählte Konstante bedeutet, an den Stellen 
(&,, ße) mindestens mit den Ordnungszahlen n,(e=1,2,...1) verschwindet. 
Aus der Theorie der Abelschen Integrale ist holen. daß A(x,y) wegen ihrer 
Unendlichkeitsstellen (x;, y.) von der Form 
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Rıa,y)= Zk, Z(a, y; 2, %,) + krzı 
sein muß, worin Z(z, y; x,, y,) das Normalintegral 2. Gattung bedeutet, welches 
an der Stelle (x, y) = (x,, y,) erster Ordnung unendlich wird, während die r + 1 
Konstanten Ay, ky,... . kr+ı, wenn wir unter gi(z, y) (i= 1,2,...p) die Integranden 


der p Normalintegrale 1. Gattung verstehen, nach bekannten Sätzen die Glei- 
chungen 


‚ik plau,Yy,)=0 (vi= 1, Se. 
erfüllen müssen, damit das Verschwinden der Periodizitätsmoduln für R(x, y) 


gesichert wird. 
Hierzu treten wegen R(z,y) — ce offenbar noch die Gleichungen 


‚Zu kv Zap, Bo; u Yo) + Aryı — c = 0 (=1,2,...)) 


r 2: „=12..9, —1 
l&4, Zuge: Bo; Ty Y,) = 0 ( 0= 4 2, RT ) 


’ 


dF 
worın zur Abkürzung :=; Z(&, y; &,, | Zuo(&g, Bo; %,, Y,) gesetzt 


(2,y)=(a,. FA 
ist. Wegenp+n, +na +: :+m=p+b=r+ 1 haben wir also genau r +1 
lineare homogene Gleichungen für dier + 1 Unbekannten %,, ka. . . . ky, kt c=k 


sodaß die Auflösungsdeterminante wegen der Existenz der Funktion A(z, y) ver- 
schwinden muß. Bezeichnet man daher die r + 1 Ausdrücke 


Z(a,; Be; I Y,) (@ - 1, 2, ... )), YilX,, Y,) ( nr 1, 2, Pe P), 
Zug(&g Bo; Lys Y,) e ve 1, 2, u 2 l 


in dieser Reihenfolge kurz mit F,(z,, %,), Fal&,, Y,): - - - F,+ı(2, y), so ergibt sich 
die Gleichung i 


2.) Fılzy Yı) »--- Flut) 1 
Frıl21 Yı),--- Fı+1(&r, Yr), O 
Fr+1(&1 Yı); - - - Frril&r, Yr), O 
als eine zwischen den Stellen (z;, yı) (k = 1,2,...r) notwendige Beziehung, die 
man, wenn hierin A,, Ay, . . . Ar+ı die zu den Elementen der 4. Kolonne gehörigen 
Unterdeterminanten sind, offenbar auch in der Form aussprechen kann, daß die 
Funktion F(z,y) = AFıla,y) + AFsl,y) + + ArıFrrl2,y) die Null- 
stellen (2, %) (k=1,2,...r) besitzen muß. 

Von den Stellen (2, %:) (k=1,2,...r) sind also wegen (2.) höchstens 
noch r — 1 willkürlich wählbar, so daß vermöge (1.) die zugehörigen r Größen 
v(A=1,2,...r) als Funktionen von höchstens r— 1 willkürlichen Variablen in 
der Tat nicht mehr unabhängig von einander sein können. Ä 

Der Einfachheit halber hatten wir bei dieser Herleitung stillschweigend 
angenommen, daß die betrachteten Stellen (x;, 4.) weder im Unendlichen liegen 


—() 
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noch Verzweigungsstellen sind, und daß keine zwei derselben zusammenfallen: 
Schwierigkeiten prinzipieller Natur können indessen bei Ausdehnung der Be- 
trachtung auf diese Ausnahmefälle nicht eintreten, und vor allen Dingen erübrigt 
sich ein näheres Eingehen hierauf schon deshalb, weil die (x;. x), wenn sie teil- 
weise mit einander, oder mit bestimmten singulären Stellen identisch werden, 
eben darum nicht mehr unabhängig von einander sind und folglich auch eine Ab- 
hängigkeit der v; involvieren, die ja hier gerade nachgewiesen werden sollte. 

Ganz unerläßlich ist es dagegen, noch dem schwerwiegenden Einwand zu be- 
gegnen, daß die Gleichung (2.) vielleicht gar keine wirkliche Beziehung dar- 
stellt, da ja die Determinante der linken Seite, die wir kurz mit A bezeichnen 
wollen, identisch, d. h. für beliebige Stellen (z;, y) verschwinden könnte. Daß 
dies nun tatsächlich nicht der Fall ist, beweisen wir nunmehr wie folgt: 


Bekanntlich lassen sich Normalintegrale 2. Gattung nach ihren Parametern 
(Unendlichkeitsstellen) beliebig oft differentiieren, wobei man als Ableitungen 
Normalintegrale 2. Gattung von entsprechend höherer Ordnung des Unendlich- 
werdens an der gleichen Unendlichkeitsstelle erhält; folglich sind die 
F (2, %,) = Z(ay, Be; % Y%,) (oe = 1,2,...T) analytisch Funktionen von +, 


Dasselbe gilt aber auch von den Zug (Ce Bei Xu: Y,) == & — Z(2, 9; 2.9.) 


da“e (2,0) =(ay,A,) 
= 


— 1 _ ea l . r ® a) ® - 
(Fr 1.2 A ). weil Z(z,y; x,,y,) als analytische Funktion zweier Va- 
0 = 1, ä, 00:0. 


/ 


riablen x, x, betrachtet werden kann. Die F,+.(x,, y,) = yilz,, y,) (Ü=1.2,...p) 
endlich sind als algebraische Funktionen von x, natürlich gleichfalls analytisch. 
Die r + 1 analytischen Funktionen F,(z,, %,), Fs(z,, Y,), - - - Fr+ı(x,, y,) sind aber 
auch — und dies ist hier das Entscheidende —, als Funktionen von x, betrachtet, 
linear unabhängig von einander. Dies folgt nämlich einerseits aus der linearen Un- 
abhängigkeit der p Normalintegranden 4. Gattung Fıy.lz,, y,) = YilX,, %,) 
(e=1,2,...p) und andererseits daraus, daß die übrigen r + 1 — p Funktionen 
teils in ihren Unendlichkeitsstellen (z,, %,) = (a, ß.) (0 = 1,2,...!) von ein- 
ander abweichen, teils an der gleichen Stelle («,, ß,) verschieden hohe Ordnungen 
des Unendlichwerdens aufweisen. Jede wirkliche Linearverbindung dieserr +1 — p 
Funktionen muß also mindestens eine Unendlichkeitsstelle haben, da ein gegen- 
seitiges Sichaufheben der einzelnen unendlich großen Bestandteile nach dem soeben 
Gesagten ausgeschlossen ist, und man übersieht sofort, daß jeder aus allen r + 1 
Funktionen gebildete lineare Ausdruck nur dann für beliebige Werte von x, ver- 
schwinden kann, wenn alle Koeffizienten einzeln Null sind. 


Wäre nun identisch A = 0, so würde sich bei Entwickelung nach der ersten 
Kolonne, indem man für (X,, %5). (%3, %3), - - - (&ryr) ganz beliebige Stellen wählt 
und nur die Variabilität von x, ins Auge faßt, für x, die identische Gleichung 

A Fı(& Yı) + Afaltı, Yyı) + + Arrı Frrilaı yı) = 0 
ergeben und auch die Unterdeterminanten r-ten Grades 4A,, As, - . - Aryı müßten 
daher wegen der nachgewiesenen linearen Unabhängigkeit der Funktionen F 
identisch verschwinden. Indem man nun die entsprechende Betrachtung mit den 
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Ay Ass» - Arzı anstellt und in analoger Weise immer weiter fortschreitet, findet 
man sukzessive, daß auch alle Determinanten (r — 1)-ten, (r — 2)-ten,... 2-ten 
Grades, die sich bezw. aus den letzten r —i,r — 2,...2 Kolonnen von 4 bilden 
lassen, identisch verschwinden müßten. Das Endergebnis wäre also das identische 
\Felar, Yr);, ı 
Folar, Yr), 0 
!+1sSo=r+1 ıst, und somit ein Widerspruch zu der nachgewiesenen line- 
aren Unabhängigkeit der Funktionen F. 4A kann also in der Tat nicht identisch 
verschwinden, qu. e. d. 


Verschwinden von Determinanten wie worin 1<So<[i und 


Mehr als eine Lösung (2, y«) (k=1,2,...r) kann also der Ansatz (1.), 
wie wir nunmehr wissen, nur dann ergeben, wenn die Größen v, von einander ab- 
hängig sind, und es bleibt daher nur noch übrig zu beweisen, daß er für unabhängige 
v‚(A=1,2,...r) auch wirklich eine Lösung (&, yı) (k=1,2,...r) immer besitzt. 

Hierzu betrachten wir, Bezug nehmend auf unsere Vorbemerkung II, als 
„Normalsystem‘ das folgende System Abelscher Integrale: 


(?u) "it mwan 
Up Ug... Up; Z(iR, Y; ag Bo) i =0,1,2,.... — May; “Pr; Vor Bari) 


(a = 1,2,...1—1). Dabei bedeuten u,, u,, ..... u, die p Normalintegrale 1. Gattung; 


(u) 
Z (x, y: Ge, ß.) das Normalintegral 2. Gattung von der Ordnung g,„ mit dem Para- 


meter (Unendlichkeitsstelle) (a,, ß,); /I(xz, Y; @, Pi; @s+1, ßo+ı) das Normalintegral 
3. Gattung mit den Parametern (a,, ßı), (&+1, dor). An den Stellen (a,, ß,):; 


(eu) 
(a4, B1); (Rs4+1,ßa+1) gelten also bezw. die Entwicklungen Zi&, y: Ag, Bg) = a “lee 
| T— ag)"F 


BR \.n log (« — a) + Ps(x — a) 

log (2 — a) + Pelz — a); 
man unter Po P,, P, entsprechende gewöhnliche Potenzreihen versteht. Wegen 
rt - Ya I tl 
—b-+ p— 1 besteht unser Normalsystem aus genau 5 + p — 1 Integralen, deren 
Integranden der Reihe nach mit ,(z, %), Pg(X, Y),.. . Pp+»_ı(z, Y) bezeichnet sein 
mögen. Daß diese nun linear unabhängig von einander sind, folgt offenbar in genau 
derselben einfachen Weise, wie wir dies für die in der Determinante 4A der Glei- 
chung (2.) auftretenden Funktionen F,(xz, y), Fz(z,Y),... Fr+ılz, y) bewiesen 
haben. Wegen ihrer linearen Unabhängigkeit und ihrer Anzahl 5b + p — 1 bilden 
also die g(2,y) (A=1,2,...5+p— 1), da sie augenscheinlich alle zu unserem 
Polygon 3 ‚gehören‘, dem Riemann-Rochschen Satze zufolge ein vollständiges 
System linear unabhängiger Integranden dieser Kategorie, ebenso wie dies wegen 
r=b-+p—1 mit den Funktionen AR;(z,y) (A=1,2,...r) der Fall ist, und es 
müssen daher Beziehungen von der Form 


E Po,(% u do); I(«, Yy; a ßı; Oo+1; Bs+1) wenn 


(3.) pı(X. Y) = 2Ch Rx, y) i=41 2... 
und 


(4.) Rz, y) = Zr yil®, y) (A=1,2,...r) 
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bestehen, wobei also für die zueinander reziproken Systeme der konstanten Koeffi- 
zienten C'y und y,; die Gleichungen 


2rnCi = fl; ie 


io 0,2 + e (,e=1,2,..:P) 


nn 
. 
— 


erfüllt sind. 
Für ein beliebig vorgegebenes System unabhängig von einander gewählter 


Werte v,, v9, . . . © definieren wir nun r Größen w,, %,. . ... w, durch die Gleichungen 
F r 
(6.) w = 2Ch v% G=1,2...r) 
= 
aus denen sich natürlich sofort auch 
r 
‘ - P 
(7.) = Yu w; G=12...2 
= 
ergibt. Von den Werten w,, %g....%r sollen nun in Zukunft die letzten 
r— p=b-—1 der bequemeren Schreibweise wegen gelegentlich auch mit 
(? er ), wos 1.2,...1- 1) bezeichnet werd | 
w z a RT, 2... - )ezeichnet werden, und zwar 
bc =0,1,2,...n, —2 


ın derselben Reihenfolge, in welcher wir auch die Ausdrücke gz+1(2, Y), Pp+2(X. Y).:.. 
Yr(z, y) durch Identifizierung mit den Integranden 


d . eu) RR 
Bee een Ar da a y; ar; ar Ber) (e=1,2,...1— 1) 
| Bets...m 


den Zahlenpaaren g,_g, sowie dem Index o zugeordnet hatten. 

Dem Jacobischen Umkehrproblem gemäß können wir nun nach den für die 
Abelschen Funktionen geltenden Sätzen unter allen Umständen ein System von 
Stellen (©. y:) (= 1,2,...p) so bestimmen, daß 


r (Fi %i) p (Zi) 
8.) — m. = z / du; kn Yı(X, y) dx (k=1,2,...p) 
(F+irde+i) (F+o+i) 
ist, unter der Voraussetzung, daß (G+:,d,ı,) (= 1,2,...p) lauter von den 


(@e, ß.) (e = 1,2,...L) verschiedene, im Übrigen willkürlich gewählte Stellen 
der Riemannschen Fläche bedeuten. Die Annahme, die Stellen (2,9%) könnten 
zum Teil mit einigen der Stellen (c„dı) (k=1,2,...r-+p) und (ag, Bo) 
(e=1,2,...1) identisch sein, würde bestimmte Beziehungen unter den 
wı(k = 1,2,...p) involvieren, ist also hier, wo wir diese Größen wegen der », als 
von einander unabhängig anzusehen haben, auszuschließen. 

Für die Integrationswege, die durch die Ermittelung der (&,%:) in (8.) bis 
zu einem gewissen Grade schon mitbestimmt sind, berechnen wir jetzt die offenbar 
endlichen Werte 


9) (eu) on 5 
oo -4 “ En Y; te: Be) e =0,1,2,... — ,) 
(9.) an) 
uw) — 2: dII(x. Y, 4 ßı: Ga+1, Po+ı) = a |) 
(F+i: der) 





und definieren 
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r+P 


(10.) (x, Y) = 2, ku Z(z, Yy,c u d,,) oo kryp+1 


unter der Voraussetzung, daß hierin die konstanten Koeffizienten k, die mit den a. 
S.52 ın ähnlicher Weise bezeichneten Größen nichts zu tun haben, den Gleichungen 








r+p 
(a.) „z ku Yillu, du) = 0 Ei er RER) 3 
(P.) 5 (2, y%) = 0 (= ah, 
d’u 5 (7, Yy (* = 4,2 ’ 
y.) + = — . em 
I Wu FT Were, 1; 5, y) er —(a..5,) 2; 4 sd 
(d.) eu —_ "gen Bat (=1,2,:.1-1) 
5 (a4, ßı) : 
re dS(«, y) d S’(2,y) _S’(z,Y) i 
genügen, wo S’(x,y) = rn und den Sa zu setzen ist. Wegen 


(10.) sind die Gleichungen («.), (ß.), (6.) offenbar sämtlich linear und homogen in 
Bezug auf die zu ermittelnden Größen k,, ka, . . . Ärtp+ı; aber auch für (y.) gilt das- 


selbe, wie sich aus den durch vollständige Induktion leicht verifizierbaren Relationen: 
di+ıs 


= De on 
da S =, lg (5 a5) za lz))i=t2.. 


erkennen läßt, wo G, eine ganze rationale Funktion der angegebenen Argumente 
bedeutet; denn vermöge dieser Relationen geht die beliebig aus (y.) herausgegriffene 


4 ’ 
Gleichung w,,., + %o.., = — Be mit Hilfe der übrigen Glei- 
a ar dr?u (y)=(ag #g) 
chungen (y.) über in 
deut! Ss | 
ER )anztenst S (ag Be) [Ge = (Weo + 05,0), = (Wr t Ware. 


: (Wou-! r %,,g,-1)) + Wo. > Wo] 0, 

also wegen (10.) ebenfalls in eine lineare, homogene Gleichung für k,, ka, . . . krıpzı- 
Aus dem über die (2,9%) Gesagten und aus unserer Vorbemerkung I folgt 

nun unmittelbar, daß die Koeffizienten der Gleichungen («a.), (8.), (r.), (6.) durchweg 
endliche Größen sind. Es liegt also hier ein System von p+p+ (n, — 1) 
(nz —A)+:--+ (m —1)+1—1=2p +b—A1=r+ p linearen homogenen 
Gleichungen vor, dessen Rang daher höchstens gleich r + p, also sicher kleiner ist 
als die Anzahl der Unbekannten k,, kg,.. . Arıp+ı; folglich lassen sich für diese 
unter allen Umständen solche die Gleichungen befriedigenden Werte ermitteln, 
welche nicht sämtlich verschwinden. Mit Einsetzung eines solchen Wertsystems 
n (410.) ergibt sich $S(x, y) als ein Abelsches Integral 2. Gattung, welches nach be- 
kannten Sätzen wegen (a.) keine Perioden haben kann, folglich eine rationale Funk- 
tion von x und y sein muß und keine anderen Unendlichkeitsstellen als (c,, d,) 
(u=1,2,...r+ p) besitzt. Außer ihren den Gleichungen (8.) entsprechenden 
Nullstellen (2,%) (ü=4,2,...p) wird also diese Funktion, wenn nicht etwa 
einzelne der Werte ky, kg... . Arıpıı, verschwinden noch genau r weitere wohl- 
bestimmte Nullstellen (x. y,) (k = 1,2,...r) — jede so oft gezählt als die zuge- 
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hörige Ordnungszahl des Verschwindens angibt — aufweisen, sodaß wir bei An- 
wendung des Abelschen Theorems auf alle Integrale unseres Normalsystems unter 
Zugrundelegung der rationalen Funktion S(x,y) von x und y die Beziehungen 





5 ® ir ng E Be ä 
a; nz u, = A=1,2,...P) 
(ex, dx) (+. dr +i) 
*(2%,9) (Qu) p “zu7) (u) 
/ dZ (2, Y5 0, ße) + z dZ (x, y; a, ß,) 
« = « » 
(ex, dk) 2 a 
1.) Ti : ne 70 RE ) 
3 (x, s (z, Wlan ig 3 ( , —(), I, 2. es N, 2 
(zZ, Yk) d (Tui) 
/ dl (x, Y, 0 Pi; Uo+1s Ps+1) 2 All (x, 4, 4, Pı;5 Üg+1; Do+ 1) 
(ek, dk) (er+id r+i) 
S(ds+1; 
= log - ns Bo+:) (=1,2,...1—1) 
(a1, Br). 





erhalten, worin die Kongruenzzeichen in üblicher Weise eine Übereinstimmung 
bis auf ganzzahlıge Vielfache der Perioden zum Ausdruck bringen sollen. 

Daß nun der erwähnte Ausnahmefall, wo von den ermittelten Werten 
kı, ka, kr+p+ı der eine oder andere verschwindet, und daher $(x, y) nicht an 
sämtlichen Stellen (c„,d,) («u = 1,2,...r + p) unendlich groß wird, hier gar nicht 
ın Betracht kommen kann, ergibt sich in folgender Weise: 

Zunächst sollen die Gleichungssysteme («.), (ß.), (y.), (6.) zur besseren 
Übersicht in etwas veränderter Reihenfolge nochmals hingeschrieben werden und 
zwar derart, daß ihr linearer homogener Charakter in Bezug auf die Unbekannten 
ky, ka... Krtp, Ärıp+ı unmittelbar in Evidenz tritt: 


r+n 
(B.) 2 ku Z(ä& Lis Yi; Cu d.) ! krtp+1 —() (i = 9 2, 0 p) 


Fu 
(a) ER, Qillu du) =) i(=1,2 
1 ‘ ‘ 


M= 


+P 
R: KulZe,+1(% Be; Cu; d.) ve 0, Z (ag; Bo; Cus d.)] + - Kr -p+1 W 0,0, 


(d.) ZkulZlun+1.Be+i; Ca du) — WO Zu, Br; Cu du) + Krpprı (1 - WO) = 0 
=1,2,....3—1). 

REN . dar 
Hierbei haben wir wiederum zur Abkürzung F# Z(z, y;c. de) | Br 


er 2 ,+1(9g; Bo; Cu, d„) gesetzt, während die neueingeführten Größen Were, und 


W“ durch W,,., = @e,(— (We, 7 00) — (Wa + Worlırn — (Wgou—i + Wy,e,-1)) 


FO + Yae, und Wo) — ew(9+#(® definiert sind, wenn man unter den G,, 

die oben angegebenen, ganzen rationalen Funktionen versteht, mit deren Hilfe jede 

der ursprünglich nicht linearen Gleichungen (y.) unter Benutzung der übrigen 
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Gleichungen (y.) in eine lineare verwandelt worden war. Natürlich ist hierbei 
G, = 0 anzunehmen. 

In dem aus (.), (a.), (y.), (d.) bestehenden Gesamtsystem von r + p linearen, 
homogenen Gleichungen für die r+p-+1 Größen kA... Arıip+ı betrachten 
wir jetzt die aus den Koeffizienten von k,, ka, .. . ku-ı, kurı, Kurs - - - Koyp Krrp+ı 
gebildete Determinante (r + p)-ten Grades, die wir kurz mit D, bezeichnen wollen, 
für die Werte „ =1,2,...r+p. 

Gelingt es nun zu zeigen, daß für unabhängig voneinander gewählte Werte 
wik=1,2... Ph wennlt > 7 U na) Mo=1,2....1-1) (also, 
in der anderen FR für unabhängige w(A=1,2,...r)) die Determi- 
nanten D,, D,,... Dr+, von Null verschieden sind, so gilt dasselbe auch von den 
Größen kj, Ag... . Ar). die ja in diesem Falle, wenn man von den Vorzeichen 
absieht, den genannten Determinanten proportional sein müssen. Es muß also 
dann auch die durch (10.) definierte Funktion $S(x, y) an sämtlichen Stellen (Cu, d) 
(ua=1,2,...r + p) wirklich unendlich groß werden, so daß die Allgemeingültig- 
keit unserer Relationen (11.), solange zwischen den Größen »,(A=1,2,...r) 
keine Abhängigkeit besteht, hiermit ausgemacht wäre. 

Um die Entscheidung hierüber herbeizuführen, machen wir vorläufig eine 
spezielle Annahme über die Größen w(A =1,2,...r): Nachdem wir durch will- 
kürliche Wahl der Stellen (2, %) (@=1,2,...p) und durch Verfügung über die 


betreffenden Integrationswege die Werte w,, %y,... %p, %,, eu Wo N (8.) 
a 42, 

und (9.) festgelegt haben, setzen wir w,,, = —- u, (ee " } 
(9.) g gt 9Ou 9 Pu Lu = 8,1,2 No — 27 

vd = — unNMo—=1,2,... !— 1) und verstehen unter DW den die Anselne 


entsprechenden Wert 5 Determinante D,. Es ergeben sich dann, wenn wir noch 
die Ausdrücke Z{&,. 9; u d,) (U = 1,2,...P). Pill d,) Ü=1,2,... p), 


ö e =12:.4 
Ze + (€ tor Bo; Cu; du) n N en ,) Z(as+1, Bo+1; Cu du) — Zar, Br; Cu, du) 
(—=1,2,...1— 1) in dieser Reihenfolge kurz mit (ce); fa(lCa). - - - fr+p(eu) be- 
zeichnen, offenbar die Gleichungen 
Fler) Zu. Fılca-ı) ’ Fılca+ı) oo... fı(&r+») : 1 
folc) »+ ++ Fplea-ı) vs FpleuHi) 3-4 + Folertp) ; u 
DD = dr E 2 (a=1,2,...r+p), 
’ Irrıl C)s +++ FrtılCu-ı), a. fir (Er+2); 0 M et 
fein (C)), .. Sr+p( Cu— 1) )» /r+p( Ca+1) - - Srr+p( Cr+p); 0 


denn da die iii ganzen rationalen Funktionen G ‚ wie sich durch voll- 


ständige Induktion leicht ergibt, kein konstantes Glied baden, also gleichzeitig 
mit ihren Argumenten verschwinden, so erhalten wir aus der gemachten speziellen 
Annahme für die Größen Wo W“ sofort die Werte We, =0,Weo = 1, 

Wenn wir jetzt die Stellen (e,,d,) (w=1,2,...r-+ p) für einen Augen- 
blick als willkürlich veränderlich betrachten, so ergibt eine ganz analoge Diskussion, 


Ey Bag art 11 21, Wo Sr ME Hz ee 
Baia 2 Ma a SER lien a” 


NEE 
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wie wir sie an die Determinante A der Gleichung (2.) angeknüpft hatten, auch ein 
ganz entsprechendes Resultat für die Determinanten D%): Durch nahezu wörtliche 
Wiederholung derselben Schlußweisen wie dort läßt sich zeigen. daß die Ausdrücke 
fıleu): FalCa)» - - » Fr+p(C„), wofern wir uns nur die (2, 7;) als voneinander und von 
den (a,, ß.) verschieden gewählt denken, analytische, voneinander linear unab- 
hängige Funktionen von c, sind, und daß daher die Determinanten D® nicht für 


beliebige Stellen (c„.d.) (u =1,2,...r-+ p) verschwinden können. Für die 
(Om d,)(ua=1,2,...r-#p) können wir daher sicher solche, auch von den 
(Up; B.) @=1,2,... n verschiedene Stellen wählen, daß keine der Determinanten 


DW verschwindet. Nach der am Anfang dieser Arbeit gemachten Vorbemerkung I 
dürfen wir uns aber die so getroffene Wahl der Stellen (c„, d„) ohne jede Beschrän- 
kung der Allgemeinheit für die unteren Integrationsgrenzen von vornherein zu- 
grunde gelegt denken, denn, wie dort gezeigt, muß unser Ansatz (1.) auch für die 
ursprünglich vorgeschriebenen unteren Integrationsgrenzen eindeutig umkehrbar 
sein, wenn er es, was sich nun bald ergeben wird, für die neu gewählten Grenzen ist. 
Wir können demnach die DW) stets als von Null verschieden voraussetzen, und 
hieraus folgt unmittelbar, daß auch die Determinanten D, nicht identisch ver- 
schwinden können, also für unabhängige Werte ıw;, Wo, wo) als von Null ver- 


schieden zu betrachten sind. Hiermit ist aber nach den obigen Darlegungen die 
Richtigkeit unserer Relationen (11.) nunmehr vollständig bewiesen. 

Vermöge (8.), (9.) (y.) und (d.) reduziert sich nun (11.) sofort auf das folgende 
System: 





4 (Zk,Yk) 
du, = w; A=14,2;...P) 
==] . 
(Cx, dk) 
r pn (eu) 4) oe =1,2....l 
_ LR.Y; 49, Po) = 9,0 ( y | ) 
k—1 ATER Su = 0.1.2... —2 
(ck, dp) On ® 
(2, Yk) 
2 All (x. Y5, 41 Pi; %+1; Bo+1) ==W, (= 9 RB 1), 
(er.dp) 


wobei, dem Abelschen Theorem entsprechend, die ganzzahlıgen Koeffizienten der 
hinzutretenden Perioden für alle Integranden die gleichen sınd, so daß wir durch 
eine entsprechende, für alle zwischen denselben Grenzen genommenen Integrale 
übereinstimmende Abänderung der Integrationswege offenbar auch bewirken 
können, daß die Kongruenzen in Gleichungen übergehen. Bei veränderter Schreib- 
weise ergibt sich also nach unseren früheren Festsetzungen das’ einfache Resultat 


(7% Yk) 
= Sir. y)da (= 1, 2,...r). 
(erdp) 


Wegen (7.) und (3.) erhalten wir daher 


(zb, E E A (2E Yk) 
= E: Yin z Sa. y)de= Era! EC [Ra y) dx 
(ex, 4) j (ek, dk) 
AB-: "(Zk1Yk) r 


5 R (x, Y) de 2 YuiCıe in BE 
—=1e= > i— 
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woraus sich vermöge u unmittelbar die Gleichungen 


(ek, v8) 
n=E SR Ba ar 
(ea) | 
ergeben; d. h. die ermittelten Stellen (x, %ı), (X %2),- - - (&, Yr) befriedigen 


wirklich unsere Ausgangsgleichungen (1.), und das Gesamtergebnis unserer bis- : 


herigen Darlegungen besteht also darin, daß unser Ansatz (1.) auch für beliebige 
Werte von 5, wie wir behauptet hatten, eindeutig umkghrbar ist derart, daß er, 
solange dıe Bahnen der Größen v; unabhängig voneinander verlaufen, stets eine 
und nur eine Lösung (%;, Yyı) (k=1,2,...r) wirklich besitzt. 

Natürlich erhebt sich nunmehr sofort die Frage, ob unsere eindeutigen Um- 
kehrungsfunktionen, deren Periodizität, wenn wir unter ihnen etwa die rationalen 
symmetrischen Verbindungen der oberen Integrationsgrenzen (z,, %ı),; (&2: Ya); - - - 
(X, /r) verstehen, ja unmittelbar evident ist, auch als analytische Funktionen 
von 9%, dg,... vr angesehen werden dürfen, und zur Entscheidung hierüber soll 
zum Schluß noch die folgende einfache Betrachtung dienen: 

Aus der vorausgesetzten linearen Unabhängigkeit der R;(x, y) folgt sofort, 


daß die Determinante |R;(&;, y.)| nicht identisch verschwinden kann. Wäre 
(k,A=1,2,...r) 


nämlich identisch |R,(&;, y)| = 0, so müßte nach Wahl beliebig vieler Stellen 
(k,A=1,2,...?) 


(2, y) = (a,b) (i =1,2,...m) das Gleichungssystem 2 C, Rı (a, b,) = 0 


i=1,2,...m) einen Rang e<r— 1 besitzen und daher hinsichtlich der C, 
(A=1,2,...r)stetsin der Weise lösbar sein, daß nicht alle C, verschwinden; es ließen 


sich also algebraische Funktionen ECiRıa, y) bilden, dıe beliebig viele Nullstellen 


haben, und die folglich im Widerspruch zur linearen Unabhängigkeit der R,(z, y) 
identisch verschwinden müßten, da im entgegengesetzten Falle die Anzahl der 


Nullstellen von EC; R;(z,y) durch die Anzahl der Unendlichkeitsstellen der A, 


unter Berücksichtigung der zugehörigen Ordnungszahlen von vornherein fest be- 
grenzt ist. Da übrigens die betrachtete Determinante offenbar mit der Funktional- 
Olv1, Uys - » - Dr) 
Ol, Zus + + %e) 
auch schon mit den bisherigen Ergebnissen unserer Untersuchung ganz unvereinbar 
sein. | 

Dies vorausgeschickt, betrachten wir irgendwelche nicht singulären Stellen 
(2,y) = (a,b) (k=1,2,...r), für welche |AR;(a,, 5,)| #0 ıst und denken uns 


(k,1=1,2..,?) 
die (2;, y,) als variable Stellen in der Umgebung von resp. (ax, 5,), so daß die 
Gleichungen (1.) nach dem Taylorschen Satze, wie leicht ersichtlich, übergehen in 


(12.) We A,= = 2 B> m RS- !)(a;, b.) (X u Ar)‘ (A == 1, 2, ... r), 


i=1k=1 





determinante übereinstimmt, so würde ihr identisches Verschwinden 


worin die A,, nachdem über die Integrationswege bis in die Umgebungen der 
Stellen (a,, 5,), (ag, d2), - - - (@,, dr) in irgendeiner Weise verfügt ist, wohlbestimmte 
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Größen bedeuten, die sich durch Zusammenfassung der Integrationskonstanten er- 


” * * * ei 
geben. Unter den R@-V(a,, b,) hat man hierbei die Werte | = ‚Rz, y)| 
m i (z,y)=(a;, bp) 
zu verstehen, wobei AR) (a,, b;) = Ry(a;, b;) zusetzenist. Da nun wegen |R;(a;, b)! +0 
(k,A=1,2...7) 


in (12.) die aus den Koeffizienten der linearen Glieder gebildete Determinante nicht 
verschwindet, so erhalten wir nach dem bekannten Satze über die Umkehrung 
eines Systems ven Potenzreihen mehrerer Variablen aus (12.) für unabhängige 
Werte der v, — A, von hinlänglich kleinen absoluten Beträgen Potenzentwicke- 
lungen von der Form 


13.) u — a = 2 ld — A,) + Glv, — A, 0% — Ay... Ur — A,) 

| kei 2..;, Pr) 
eindeutig als Lösungen von (12.) und folglich in Verbindung mit den entsprechenden 
y-Werten (gemäß der für y in der Umgebung der Stellen (a;, d;) geltenden Ent- 
wickelungen) auch als Umkehrung von (1.), wobei hier die G; Potenzreihen bedeuten, 
welche, mit den Gliedern 2. Dimension beginnend, nach ganzen positiven Potenzen 
von d% — Ay,V0g — Ag... tr — Ar fortschreiten, während das System der a;; als 
reziprokes System der aus den AR;(a,b;) (A,k=1,2,...r) gebildeten Matrix 
zu bestimmen ist. 

Allerdings gelten die Gleichungen (13.) nur in der Umgebung der Stellen 
y=4A; (A=1,2,...r); auf dem Wege der analytischen Fortsetzung kann man 
“aber von hier aus zur Darstellung des weiteren Verlaufes der Umkehrungsfunktionen 
gelangen, deren analytisches Verhalten somit außer Zweifel steht. 

Hinsichtlich der speziellen Art dieses Verhaltens lassen sich nun selbst- 
verständlich zahlreiche weitere Fragen stellen: Ob z. B. die analytische Fort- 
setzung überallhin möglich ist, oder ob hier natürliche Grenzen existieren, die zur 
Bildung von ‚‚Inseln‘‘ führen, in denen der analytische Zusammenhang unterbrochen 
wird (ohne Zweifel wird hierbei das durch bestimmte Abhängigkeiten der v; defi- 
nierte singuläre Wertegebiet dieser Größen, wo die Eindeutigkeit der Umkehrung 
des Ansatzes (1.), wie wir sahen, nicht mehr behauptet werden kann, eine besondere 
Rolle spielen); ob die Natur der Singularitäten der Umkehrungsfunktionen eine 
derartige ist, daß sich für diese Funktionen allgemeingültige analytische Dar- 
stellungen, etwa als Quotienten ganzer transzendenter Funktionen (wie dies z. B. bei 
den Abelschen Funktionen mit Hilfe der Theta-Funktionen der Fall ist) ermöglichen 
lassen usw. Dies alles und vieles andere muß indessen eingehenden Spezialunter- 
suchungen vorbehalten bleiben, während wir unsere Aufgabe mit der allgemeinen 
Feststellung der Eindeutigkeit, Periodizität und analytischen Natur der aus unserem 
Ansatz (1.) sich ergebenden Umkehrungsfunktionen als gelöst betrachten. 
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Ein Beitrag zur Theorie der linearen 
Substitutionsgruppen.') 


Von Erich Schönhardt in Tübingen. 
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Von den ın der komplexen Zahlenebene eigentlich diskontinuierlichen Gruppen 
linearer Substitutionen einer komplexen Veränderlichen bilden vorwiegend die 
sogenannten „Spiegelungsgruppen‘“, welche sich durch Spiegelungen an Kreisen 
erzeugen lassen, und deren Untergruppen den Gegenstand spezieller Untersuchungen. 
Dieser Art von Gruppen gehören z. B. die meisten der im ersten Band der ‚‚Vor- 
lesungen über die Theorie der automorphen Funktionen“ von Fricke-Klein be- 
handelten Beispiele an ?). Die Untergruppe vom Index zwei, welche in jeder Spiege- 
lungsgruppe ausgezeichnet enthalten ist, wird durch Adjunktion von einer der 
Spiegelungen zur Spiegelungsgruppe erweitert. Zählt sie zu den Hauptkreisgruppen, 
so kann sie auch durch Zusatz einer involutorischen Substitution ?) zu einer Gruppe 
erweitert werden, welche sich durch involutorische Substitutionen erzeugen läßt, 
und welche wir eine ‚involutorische‘‘ Gruppe nennen wollen. Dann ist die ursprüng- 
liche Gruppe in der involutorischen. und diese in der Spiegelungsgruppe ausge- 
zeichnet vom Index zwei. 

Ein Beispiel einer involutorischen Gruppe, welche nicht mehr in einer solchen 
Beziehung zu einer Spiegelungsgruppe steht und die selbständige Bedeutung der 
involutorischen Gruppen in helles Licht setzt, gewinnt man leicht aus der bekannten 
Gruppe, welche durch die Spiegelungen an n + 1 einander weder treffenden noch 
trennenden Kreisen erzeugt wird !). Man braucht zu diesem Zweck nur auf jeden 


ı) Von der Naturwissenschaftlichen Fakultät der Universität Tübingen als Habilitationsschrift 
angenommen. 
®) Leipzig 1897. Im Folgenden zitiert mit ..Aut. I“. 
») d.h. elliptischen Substitution der Periode zwei. 
) Vgl. Aut. I. Seite 436. 
Journal für Mathematik. Bd. 154. Heft 2. 
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dieser Kreise zwei Punkte als Fixpunkte von n + 1 involutorischen Substitutionen 
anzunehmen und diese an die Stelle der Spiegelungen treten zu lassen. Die so 
erzeugte Gruppe spielt eine wichtige Rolle in der Uniformierungstheorie beliebiger 
hyperelliptischer Kurven, worauf wir nachher zu sprechen kommen. 

Die vorliegende Arbeit befaßt sich in der Hauptsache mit den aus drei invo- 
lutorischen Substitutionen u,, u,, u, erzeugten Gruppen. Dieser Fall ist von be- 
sonderem Interesse, weil hier die Untergruppe vom Index zwei die allgemeinste 
Gruppe darstellt, welche sich aus zwei beliebigen linearen Substitutionen erzeugen 
läßt. Die Untersuchung dieser Gruppen liefert also auch eine allgemeine Theorie 
der Substitutionenpaare. 

Es liegt nahe, als Invarianten einer involutorischen Gruppe die Doppel- 
verhältnisse der Fixpunkte von je zwei Erzeugenden einzuführen. Im Fall dreier 
Erzeugenden sind durch diese drei Doppelverhältnisse die übrigen, welche sich 
aus den sechs Fixpunkten bilden lassen, im allgemeinen zweideutig bestimmt. 
In Folge davon hat auch die Aufgabe, aus den drei Doppelverhältnissen und drei 
beliebig angenommenen Fixpunkten die andern drei Fixpunkte zu bestimmen, 
ım allgemeinen zwei Lösungen, welche aber, wie in $ 1 gezeigt wird, linear ver- 
wandt sind. Die Diskriminante der bei dieser Gelegenheit auftretenden quadrati- 
schen Gleichungen ist für die Lage der drei Fixpunktepaare von fundamentaler 
Bedeutung, insbesondere wenn die drei Doppelverhältnisse reell sind. Sie gibt 
später ($ 5) Veranlassung zu einer ersten Klassifikation nicht loxodromischer 
Substitutionenpaare, bezw. der durch sie erzeugten Gruppen. 

Als Erzeugende der ausgezeichneten Untergruppe der involutorischen Gruppe 
(u,, U, U,) kann man zwei der drei Substitutionen: $S, = uU;; S, = U; U; 
S3 = u,u,!) auswählen, welche der symbolischen Gleichung: 5, 5, $S; = 1 genügen. 
Die Fixpunktepaare dieser drei Substitutionen stehen zu denen der drei involu- 
torischen in der reziproken Beziehung, daß immer ein Paar des einen 'Systems zu 
zwei Paaren des andern harmonisch liegt. Unter Verwendung der Theorie der 
quadratischen Formen und voller Ausnützung der Reziprozität werden in $ 2 die 
Relationen aufgestellt, welche zwischen den Invarianten der beiden Punktsysteme 
bestehen. Der von F. Klein betonte Zusammenhang der Invariantentheorie dreier 
quadratischer Formen mit der sphärischen Trigonometrie ?), welcher in der letzteren 
Disziplin noch nicht die gebührende Beachtung gefunden hat, wird nebenbei durch 
einfache Umdeutung der gewonnenen Beziehungen in Erscheinung gesetzt. 

Nachdem in $ 3 die Zerlegung zweier beliebiger linearer Substitutionen 5, 
und S, in ie zwei involutorische nach obigem Ansatz durchgeführt und ihre Ein- 
deutigkeit dargetan ist, werden dort die Ergebnisse des $ 2 zur Aufstellung der 
Relationen verwendet, welche zwischen den Multiplikatoren der Substitutionen 
$], 83, S; und den Doppelverhältnissen ihrer Fixpunkte, sowie deren Diskriminante 
bestehen. 


!) Von diesem Ansatz wird in Aut. I. (S. 293; 355ff.) nur bei der Konstruktion des Dis- 
kontinuitätsbereichs der Gruppen der Gattung (1,1) Gebrauch gemacht. Sonst wird meist der ent- 
sprechende Ansatz mit Spiegelungen herangezogen. 

®) F. Klein, Über die hypergeometrische Funktion. Autogr. Vorl. 1893/94, Leipzig 1906, S. 329. 
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Lassen sich nun durch die Fixpunktepaare der Erzeugenden einer invo- 
lutorischen Gruppe Kreise legen, welche einander weder treffen noch trennen, so 
ist sie von einer bemerkenswerten Art: Ihre ausgezeichnete Untergruppe hat dann 
den Schottkyschen Typus !), d. h. jede ihrer Erzeugenden transformiert einen Kreis 
in einen außerhalb desselben liegenden andern, und keiner dieser Kreise trennt 
oder trifft die übrigen. Es ist also wünschenswert, die Bedingungen zu kennen, 
welchen die Doppelverhältnisse von n + 1 Punktepaaren genügen müssen, damit 
die Kreise der angegebenen Art möglich sind. Mit dieser Frage beschäftigt sich 
$ A. Es werden dort die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für den 
Spezialfall, daß die Paare symmetrisch zu einem Kreise liegen, bin =2undn=3 
angegeben. Das verwendete Verfahren bleibt auch bei n > 3 brauchbar. 

In $ 5 ergibt sich sodann im Hinblick auf das Vorzeichen der Diskriminante 
und der drei Doppelverhältnisse der involutorischen Fixpunkte, sowie auf die 
Möglichkeit der oben besprochenen Kreise eine Klassifikation der Substitutionen- 
paare, welche zum großen Teil auch die zugehörigen Gruppen betrifft. Sie unter- 
scheidet sich von der bei Fricke-Klein aufgestellten ?) durch den Verzicht auf 
projektiv geometrische Vorstellungen, stimmt aber in den Ergebnissen im wesent- 
lichen mit ihr überein. Es erscheinen so die von Fricke auf anderem Wege gefundenen 
Kriterien unter einem neuen Gesichtspunkt. 

Zum Schluß wird in $ 6 die Anzahl und Art der Bedingungen angegeben, 
welchen die Moduln einer aus n beliebigen Substitutionen (n > 2) erzeugten Gruppe 
genügen müssen, wenn sie wie bei n = 2 Untergruppe vom Index zwei einer invo- 
lutorischen Gruppe sein soll. Die Aufstellung der einen bei n = 3 notwendigen 
Bedingung führt zu einer auch bei Fricke- Klein vorkommenden Relation, deren 
eigentliche Bedeutung dort jedoch nicht in Erscheinung tritt °). 

Es möge hier noch die funktionentheoretische Bedeutung derjenigen invo- 
lutorischen Gruppen erwähnt werden, deren Untergruppe vom Index zwei den 
Schottkyschen Typus besitzt. Der Fundamentalbereich dieser Schottkyschen Gruppe 
setzt sich aus zwei Bereichen vom Geschlecht Null zusammen, welche einander 
vermöge einer involutorischen Substitution zugeordnet sind, und von denen jeder 
als Fundamentalbereich der erweiterten Gruppe aufgefaßt werden kann. Die beiden 
Teilbereiche können als konforme Bilder der beiden Blätter einer hyperelliptischen 
Riemannschen Fläche angesehen werden. Die Verzweigungspunkte dieser Fläche 
sind dann die Bilder der Fixpunkte der involutorischen Substitutionen, und der 
einzelnen involutorischen Substitution entspricht die Vertauschung der beiden 
Blätter ®). 


Mn ü  EEEEEESEEESEEESSSESEESEEEESEEEEEEE 


1) Schottky, Über eine spezielle Funktion ..... .. Ds. Journ. Bd. 101, S. 227. 

2) Aut. I. S. 335ft. 

3) Aut. I. S.411 und 396. 

“) Ich habe diesen Fall in meiner Dissertation: „Über die Schottkysche Gruppe im hyper- 
elliptischen Fall“ (Tübingen 1920; nicht im Druck erschienen) behandelt und dort ia Verallgemeine- 
rung einer Produktdarstellung von Weber die Funktion angegeben, welche die Abbildung bewirkt. 

Vgl. auch Koebe, Abbildung mehrfach zusammenhängender schlichter Bereiche auf Kreis- 


bereiche. Uniformisierung hyperelliptischer Kurven (Iterationsmethoden). Math. Zeitschr. Bd. 7 (1920). 
10* 
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$1. Über die Doppelverhältnisse von drei Punktepaaren. 


In der Ebene der komplexen Veränderlichen 3 seien sechs Punkte gegeben. 
Die fünfzehn möglichen wesentlich verschiedenen Doppelverhältnisse (D. V.) 
derselben müssen sich durch drei voneinander unabhängige ausdrücken lassen. 
Die Punkte seien paarweise geordnet und durch e,, e,(v — 1,2,3) bezeichnet !). 
Die drei D.V.: 

(1.) d, = (3 & &, 65); dy, = (&, & &ı &ı); dg = (er € &, 6), 
WO (2)292324) die Abkürzung für (z, — 23) (3 — 24) : (23 — 23) (5 — 3,) ist, sind 
dann voneinander unabhängig und mögen als Parameter für die Darstellung der 
übrigen dienen. Diese Darstellung nimmt eine besonders einfache Form an, wenn 
man noch drei weitere Parameter, etwa die D.V.: 


(2.) vı — (eı eı 6, 63); Us = (&, e, ez e&); Üg = (3 eg eı e,) 
einführt. Die bloße Verwendung der Identität: 
(3.) (pgrs) (pqst) = (pgqrt) 


ergibt folgende Tabelle, in der zur besseren Übersicht nur die Indizes der Punkte 
angegeben sind: 





1122)=d, 2233)=d, 33A11l)=d, 
1123)=-dv, (2231)=d, (8312)=d,v, 
(4) IA 123)=ddv, (2231)=dd,., (3312)=d,d,v, 
1123)=-dr, 2231) =-dn, B312)=d 
1123)=v, 22323A1)=w 3312)=», 











Die Parameter v, sind jetzt noch durch die d, auszudrücken. Aus der Identität: 


2313)=(313 2) 
folgt wegen (3.): 


oder: 
OB v 
en 1 (1 dı) = (1.- d,) Na j’ 
also besitzt die Größe: 
er © Benz 
g ; . u,’ 


für alle drei Indizes v = 1, 2, 3, denselben Wert und muß somit eine symme- 
trısche Funktion der d, sein. In den sechs Punkten ausgedrückt hat oe den Wert: 


a 
4-2) (2 —3)(3—1) 
Die einzige bei gegebenen D. V. d, noch zulässige Vertauschung unter den sechs 
Punkten, nämlich die gleichzeitige Transposition in allen drei Paaren, verwandelt 


vo ın die Größe: 


') Der Querstrich dient hier, wie auch später, lediglich zur Unterscheidung der beiden Punkte 
eines Paares. 





wel 


wo 
sell 


sie 

weı 
pa: 
Tri 
Op 
ein 


un 


(10.) 


als 


ZW 


da 


ein 


mit 
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welche mit og zusammen der quadratischen Gleichung: 
6.) +(dı +d+d—d,dd, —2)oe + (1 —d,) (1 —d,) (1 —d,) = 0 
genügt. Aus (4.) (5.) (6.) folgt also: 
Sämtliche Doppelverhältnisse der sechs Punkte lassen sich durch d,, d,, d, 
und die eine symmetrische quadratische Irrationalität o rational ausdrücken !). 
Die Diskriminante von (6.) hat den Wert: 





(7.) d= (Cı — 63)? — Ac, + Be, 











wo ch =d, +d, + d;. c, = dd, + d,d, + dyd,. cz; = d,d,d, ist, oder in den Punkten 
selbst ausgedrückt: 


R (eı — Eeı) (&& — E,) (gg — E&) A &g+E, Ey; 

DR .(eı = 5) (eg — Eı) (eg — 85) (eg — &,) (eg — &,) (eı — @3)_ 

sie verschwindet also abgesehen von Koinzidenzen der Punkte dann und nur dann, 
wenn die Determinante im Zähler den Wert Null hat, d.h. wenn die drei Punkte- 
paare (e,, €,) einer Involution angehören ?). Ist dies der Fall, so wird daran durch 
Transposition innerhalb eines Paares nichts geändert, somit muß d bei dieser 
Operation, welche zwei der D. V. d, durch ihre reziproken Werte ersetzt, bis auf 
einen Faktor seinen Wert behalten. In der Tat findet man: 


(9.) > 


ei _ u 1) ie d2d2 d(d,. d,, d,) 


und zyklisch weiter. 


Führt man in (7.) die Quadratwurzeln w, = Yd, ein, so wird: 














(10.) d= (WWW + W + Wy- Wz) (WWW + W — Wy — %Wg) (WW Wg — W) + Wy — W3) 
} (w; Ws Wg z—_ WW Besen Ws 2 Ws) 
also d = 0 für: 

w, + w,‘\? 
d. = we: d = wi: u = I), 
1 1> 2 29 3 gr W Ws 
Sind die d, alle reell und positiv, bzw. alle reell und negativ, so setzt man 
zweckmäßig: 


d, = + th? z bzw. d, = — tg? P» 


dann ist d = (0 äquivalent mit: 
(11.) + $ı + Ya + 93 = 2krni bzw. — 2kn. 


!, Es können natürlich auch drei D. V. ausgewählt werden, durch welche sich die übrigen 


eindeutig ausdrücken lassen, z. B. d,, d,. vı. 
2) W. Fr. Meyer, Allgemeine Formen- und Invariantentheorie 1909, S. 33 (später zitiert 


mit M). 
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Die Diskriminante d ist, wie (9.) zeigt, noch abhängig von der Anordnung 
der Punkte innerhalb der einzelnen Paare. Um diese Abhängigkeit zu beseitigen, 
dividieren wir (7.) durch das Produkt A „A — d,)® und führen rechts die 


Invarianten: 
1 + d,\? 
(12.) L, —— (4 


ein. Man erhält dann: 





d EN = rap: 
Ta-as % (+u+%—- 2YuYıu Ya — 1) 


yv 


(13.) 











1+d, 
1 —d, 
zueinander reziproke Werte von d,. Sind also die drei Invarianten i, gegeben, 
so lassen sich acht zugehörige Wertetripel für die drei D.V. d, angeben. Sie 
I 
dı d,' d, 
repräsentiert werden können. Aus den Repräsentanten gewinnt man die übrigen 
Tripel durch Transpositionen innerhalb der Punktepaare, d.h. indem man zwei 
der d, durch ihre reziproken Werte ersetzt. Nimmt man dieselbe Operation nur 
mit einem d, oder mit allen dreien vor, so entsteht aus einem Tripel der einen 
Klasse eines der andern, was aber nicht durch Transpositionen bewirkt werden 
kann. Aus Gleichung (13.) entsteht so die konjugierte: 


* d* Br . ee ayi, Taf: N 
(13*.) na-da% +++ 2YuYia Vi; —1), 





wenn die positive Wurzel /i, durch definiert wird. Zu jedem i, gehören zwei 


zerfallen in zwei Klassen, welche durch die beiden Tripel d,, d,, d, und 


wo 
(7°,) dr —= (1 —- 5)” —Acıa +8c, 
gesetzt ist, denn es ist: 
1 1 
de (7 d,, d,) = d*; de d* RR d,) = d. 


An die Stelle von (10.) tritt die Gleichung: 
(10*.) d* = (1 + ww, + Ww, + WW.) (A + WW — WW, — WW,) 
-(1 — WW; + WW, — WWz) (1 — WW — WW] + WıW;) 
und an Stelle von (11.), wenn d* = 0 ist, 


(11*,) +Yı + Y2 + Ys = (2k + 1) ni bzw. = (2k +1) n. 

Das Vorhergehende möge nun Verwendung finden zur Lösung der Aufgabe, 
die sechs Punkte e,,@,  =1, 2, 3) zu bestimmen, wenn irgend drei von ihnen 
und die drei D. V.d, gegeben sind. Sie hat natürlich, wenn d nicht verschwindet, 
zwei Lösungen. Bezüglich der Annahme der drei Punkte sind zwei Fälle zu 
unterscheiden: 


a) die drei gegebenen Punkte gehören nur zweien der drei Punktepaare e,, &, an, 
b) die drei gegebenen Punkte gehören drei verschiedenen Punktepaaren an. 
Im Fall a) kann die Aufgabe auch so formuliert werden: „Ein Punktepaar 





na 


so 


ur 
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zu finden, welches mit zwei gegebenen Paaren gegebene D.V. bildet.“ Ist z. B 
e), €, und e, gegeben, so folgt &, sofort eindeutig aus d,, und man hat nur noch 
das dritte Punktepaar e,, €, aus d, und d, zu ermitteln. In dieser Form ist die 
Aufgabe schon von Schilling!) behandelt worden, ich begnüge mich daher damit, 
das Resultat anzuführen, das sich übrigens ohne Mühe aus (4.), (5.), (6.) gewinnen 
läßt: 

„Sind die drei D. V. d, und außerdem drei Punkte gegeben, welche nur zweien 
von den drei Paaren (e,, &,) angehören, so ist das vierte Element dieser beiden 
Paare eindeutig bestimmt, und die zwei Lösungen, welche man für das dritte Paar 
erhält, werden durch diejenige lineare Substitution der Periode zwei ineinander 
transformiert, deren Fixpunkte die ersten beiden Paare harmonisch trennen.‘ 

Etwas weniger einfach gestaltet sich der Übergang von einer Lösung zur 
andern im Fall b). Wir wählen etwa als gegebene Punkte: e, =1;, = 0:&, = x 
und setzen: 

‚_.- a9 —- 2, +Ybd, 
Bid) 





dann wird: 

En \ Sasız... „d=- 98. _ 0. -G 

es, =E£, a=1_-g)“ d,) = er a nr 
woraus die zweite Lösung entspringt, wenn man & durch @’ ersetzt. Den Über- 
gang vom ersten System zum zweiten bewerkstelligt hier die Substitution: 


\ 1 
“3 +(1- 7) 
(1 Pen d,) z + d, —n € 


a 


nach dem Schema: 
eıeı €g& y&g 
ee, &6, Ey} 

Sie hat nur dann die Periode zwei, wenn &’ = sg, d.h. wenn d=(ist. Dann 
existiert aber nur eine Lösung, und die Substitution vertauscht einfach die beiden 
Elemente in jedem der drei Punktepaare (e,, &,). Schreibt man die Substitution 
in der Normalform: 


so ist 


a Vv+YV+4,(1—c+%-— 6) 
vd —-V +4, 1-1 +%— 65) 














und 








(E,E) — 4 t%-—2(dı+ d,d;) + YVd + Acz (1 -4+%G— 6) 
21 —d)(i1 —d,)d, 
Die Fälle a) und b) zusammenfassend können wir sagen: 
„Die beiden Lösungen der Aufgabe, aus drei gegebenen Punkten und den 
drei D. V.d, die drei übrigen Punkte zu bestimmen, sind linear verwandt.‘ 


!) Schilling, Beiträge zur geometrischen Theorie der Schwarzschen s-Funktion. Math. Annalen 
44 (1894), Seite 205. 
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Die Aufgabe läßt außerdem die Bedeutung erkennen, welche die Diskrimi- 
nante d im Falle reeller d, für die Lage der sechs Punkte e,, €, besitzt. Nimmt 
man nämlich drei Punkte reell an, so werden, wenn d > 0 ist, auch die 
übrigen drei reell, d.h. allgemein: 

„Sınd alle drei D. V. d, reell, und ist außerdem d = 0, so liegen alle sechs 
Punkte e,,e, auf einem Kreis und umgekehrt. Ist andererseits d < 0, so liegen 
zwar von den drei Punktepaaren (e,,e,) je zwei auf einem Kreis, diese drei 
Kreise sind jedoch voneinander verschieden. (Im letzteren Fall liegen die beiden 
Lösungen der Aufgabe spiegelbildlich in bezug auf den Kreis durch die drei 
gegebenen Punkte.) 

Es ist nun z.B. aus (10.) leicht zu erkennen, daß die Ungleichung d > 0 
sicher erfüllt ist, wenn die reellen d, verschiedene Vorzeichen haben, oder wenn 
eine ungerade Anzahl derselben größer als Eins ist. In beiden Fällen liegen also 
nach obigem Satz alle sechs Punkte e,, €, auf einem Kreis !). 


$ 2. Die harmonisch trennenden Punktepaare. 


Wenn unter den vier Elementen von zwei Punktepaaren keine Koinzidenzen 
stattfinden, dann gibt es stets ein eindeutig definiertes Punktepaar, welches die 
beiden Paare harmonisch trennt. Gruppiert man vier gegebene Punkte auf die 
drei möglichen Arten in Paare und bestimmt jedesmal das harmonisch trennende 
Paar, so liegen die drei auf diese Weise erhaltenen Punktepaare auch unter sich 
harmonisch. 

Wir wollen uns nun wieder sechs Punkte in bestimmter Weise zu Paaren 


(e,. €,) gruppiert und zu je zwei Paaren das harmonisch trennende Paar (E,, E,) 
»— 1,2,3 ermittelt denken. Dann stellen wir uns die Aufgabe, die aus den so 
gewonnenen sechs Punkten gebildeten D. V.: 
D,= (BEE,E;E;); D, = (E,E,E,E,); D, — (E)E,E,E,) 
durch die D. V. der ursprünglichen sechs Punkte: 
d, = (626,835); dy = (eg &3e,6,); dz = (e161e, 6) 

auszudrücken. Diese Aufgabe hat im wesentlichen, d.h. abgesehen von Trans- 
positionen innerhalb der Paare (E,, E,), nur eine Lösung. Zwar gibt es nach $ 1 
im allgemeinen zwei Systeme von je drei Paaren (e,, &,), welche die vorgeschriebenen 
D. V. d, besitzen, wenn drei ihrer Punkte beliebig angenommen werden, aber die 
beiden Systeme sind linear verwandt; somit sind auch die Systeme ihrer harmonisch 
trennenden Paare linear verwandt und stimmen also in den D.V. D, überein. 

Zur Lösung der Aufgabe ziehen wir die Theorie der quadratischen Formen 
heran. Zunächst mögen aus den Punktepaaren (e,,e,) die drei quadratischen 
Formen: 

(14) = a2? +2b,2+0,=a/(2 — e)(2— &) 
gebildet und für ihre Diskriminanten, die harmonischen Invarianten, sowie die 
Resultanten von je zweien folgende Bezeichnungen eingeführt werden: 


‘) Zur Illustration dieser Verhältnisse zieht man mit Vorteil die geometrische Deutung von 
d=(0 als Fläche heran, indem man die d, als rechtwinklige Raumkoordinaten auffaßt. 


(15. 


mit 


un 


ul 


sı 
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2 
4,=ao,—- = — 2 (e, — e,)? 
4 
h ad, se; Een 
(15.) „= ac — 2bb, + aa, = 5 l(a—e)(& — &)+ (a — e,)(a — eu)] 
Tr, Das 4 (a,b, ui b;a, ) (bi Cy == c,b,) 7. (a,c, ur Cı 4,P 
= — aa} (e, — e,) (a — &,) (& — e,) (& — &,) art 
Sie sind bekanntlich durch die Identitäten 
(16.) h?-+r, = Adıd, 


miteinander verbunden !). 
Damit werden die absoluten Fe 


Ha MM _ x 
ij a), in, 
und die D. V.: 
_ Ei 5, V6,° 
(18.) d, = (e&1e,8,) — - (2h} + r,) + 4h,VdıVdu ) 


Tr, 

Diese Formel liefert zwar für jedes d, zwei zueinander reziproke Werte, von 
den acht möglichen Kombinationen derselben sind aber nur die vier zulässig, welche 
man aus (18.) durch Vorzeichenwechsel der einzelnen Quadratwurzel Yö erhält. 
Das oben gewählte positive Vorzeichen ist für alle drei Werte » richtig, weil mit 


den Abkürzungen: 
6,0,03 Z—— Öö; h,h.,hz — h; TıTfafa =—r 


die rationale Beziehung bestehen muß: 


2h? —- r, Be hö 
a EE) - H 
Für das wa der Determinante aus den Koeffizienten der drei Formen f,: 
a, 0, dA; 
„=b 5 b; 
4 u & 
gilt nun bekanntermaßen die Darstellung: ®) 
26, Aa I 
2°= , 2, h 
Rh Ahr 26, 
und daraus folgt: 
‚ ABERENER.... SOHN... OBER... BEUTE... . 
(19.) Ad (0; dadı did  4d,d,d; 
= - u -u-,.,+1+2Yi, Yu Vi. 


wo die positive Wurzel Vi, wie bei (13.) zu definieren ist. Also wird unter Berück- 
sichtigung von (13.) auch: 


En 
EN 1 NA-4)% 
€, 8.17: 19: 92. 2) M.,S. 2. s) M., S. 34. 


Journal für Mathematik. Bd. 154. Heft 2. 1] 
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Ganz dieselben Entwicklungen wollen wir uns nun für die drei Punktepaare 


(E,, E,) durchgeführt denken, indem wir die Formeln einfach in große Buchstaben 
übersetzen. 
Nun kommt die Verknüpfung der beiden Systeme, dadurch daß wir fordern: 


die Paare (e,,&,) und (Z,, E,) sollen einander harmonisch trennen. 


Bekanntlich ist dann bis auf einen konstanten Faktor F, die Funktional- 
determinante von fı und f„, ebenso f, die von F, und F,!). Da in den qua- 
dratischen Formen bis jetzt nur die Verhältnisse der Koeffizienten festgelegt sind, 
so ist es möglich, über die konstanten Faktoren so zu verfügen, daß sie alle ein- 
ander gleich werden, was hier aus Bequemlichkeitsrücksichten geschehen mag. 

Setzt man außerdem noch voraus, daß n und H nicht verschwinden, so 
kann man beiden noch den Wert 2 vorschreiben. Dann wird: 


ar, = (1); Ah,= (Fu F,)) A+u+v=1,2,3] 
wo durch die Klammern die Funktionaldeterminante der eingeschlossenen Formen 


angedeutet werden soll. Zwischen den Koeffizienten der Formen bestehen somit 
die Beziehungen: 


(20.) A, = agb; — agb; 2B, = QuCz — AgC5; C, = but; — byC, 
und zyklisch weiter, welche, wie alle Formeln dieses Paragraphen, bei Vertauschung 
der großen Buchstaben mit den kleinen ihre Gültigkeit bewahren. 


Aus (15.) und (20.) folgen nun sofort auch die Relationen zwischen den In- 
varianten der beiden Systeme, nämlich: 





(21.) 4A, =r,: 46, =R,. 
Mit Hilfe von (17.) folgt hieraus weiter: 
Ö, AR, , ._ 4 _ _ An 
A = Pi a 
und hieraus durch Division: 
ih ER 
m.) er 
ferner | 
Öö A 
Aus (22.) und (23.) kommt schließlich: 
(24.) 1—IL,= . 


TEE een) 
Nun ist aber wegen (19.): 
1 . . . Br * ZR en 
zal-u-b-ir+2YoViolis, 
also: 





1-u-a- is H a yı 
Ä ie en 
od j d-.)d-;) 














1) M., S. 26. 
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Diese Formel gibt den Zusammenhang der absoluten Invarianten beider 
Systeme. Beachtet man die bisher gebrauchte Definition von /i,!), so gewinnt 
man aus (25.) leicht die gesuchte Beziehung zwischen den D. V. Zunächst wird: 


dıd,d, — di — du +,)2 
26, _ (dıded, —ı 
Ge) EEE Ey 


und hieraus unmittelbar: 














u EEE I ee 
REN +20 sn 
An: a / 
(27.) _&-cart2d- er (1 — d,) Ya; Yd,)" 2, 
(www; + w +w+ w,) (w; WW; — Wı — Wu Tr W, „) 
(www + wm — 0. — 0) (w, Ws Ws — wı + + E77 — u,) 











Die D, ändern ihren Wert natürlich nicht, wenn man gleichzeitig zwei der 
D. V. d, durch ihre reziproken Werte ersetzt, denn dies kann durch Transpositionen 
innerhalb der Punktepaare (e,,e,) bewirkt werden. Dagegen geht D, in eine 
andere Größe D* über, wenn man nur ein d, oder alle drei durch den reziproken 
Wert ersetzt. Hierbei ist: 


0 —1— 2dıd, — 2 (1 — d,)Yd,Vd, 











D’= —-— 
i a—1- 2dhd,„+2(1 —d,) Varydu 
- 1-1 >23 — d,) d,) 
2m) — ® u 2 (1 — 4) VdıVd, 
1+ WU, + WW, + ww) (1 + ww. — ww — ww) 
u? — Wr w, + 10, w— u, ‚wı) fl - — W Wu — Wu W, ‚+ w, 1)" 


Die D* können ebenfalls als Lösungen der zu Anfang dieses Paragraphen 
gestellten Aufgabe angesehen werden, wenn man nicht die drei D. V. d,, sondern 
die drei Invarianten i, als gegeben betrachtet. Die D, und D gehören nämlich 
zu den beiden verschiedenen Klassen von D. V.-Tripeln, welche sich aus den ;, 
bilden lassen ?®). Diese Tatsache wird noch deutlicher bei den zu den D* gehörigen 
Invarianten /*, für die: 

* a 1 -u-h,-%—2/Vh Vi Vis 
(25*.) 1- = an -5 





gilt. 
Zum Schluß möge noch eine interessante Relation zwischen den Diskrimi- 
nanten d und D der d, bzw. D, aufgestellt werden. Aus (24.) folgt: 
1—[1 1 1 
nn... 8 IA — u)‘ 





Nun ist aber wegen (12.): 


!) Siehe Gleichung t13.). 
2) Siehe Gleichung (7.) und (10.). Diese c, sind natürlich andere als in Gleichung (14.). 
3) Vgl. S. 68. 


11* 
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ee Saat... 
1 —d) 
und wegen (19 .a.): 
ii  —ü 
ö IA -—d,)% 
somit: 
(28.) 1 db Br na 2 Be [2 asn E> E 
1—v A6d,.dd, 1—/, 16D,D,D, 
und hieraus: 
(29.) dd = 256 d,d,d, D,D,D;, 











Diese Formel gibt u. a., wenn die darin vorkommenden Größen reell sind, 
Aufschluß über die möglichen Vorzeichenkombinationen derselben. 

Ich möchte diese Entwicklungen nicht beschließen, ohne auf den Zusammen- 
hang hinzuweisen, in dem sie mit der sphärischen Trigonometrie stehen. 


Wie Klein gezeigt hat, kann die sphärische Trigonometrie aufgefaßt werden 
als die Lehre von den algebraischen Relationen zwischen den Invarianten dreier 
quadratischer Formen !), Es muß also jede der hier aufgestellten Beziehungen 
äquivalent sein mit einer Formel der sphärischen Trigonometrie. 

Um bei reellen Argumenten zu bleiben, setzen wir voraus: 


u, <0e = 1,2, 9; <0: 


Dann lassen sich die Strecken e,e, als stereographische Projektionen von drei 
Durchmessern einer Kugel auffassen, welche die komplexe Zahlenebene in dem 
Punkte gleicher (negativer) Potenz in Bezug auf die drei, je zwei Paare (e,e,) ver- 
bindenden, Kreise berührt. Die Punkte der Kugel seien von den entsprechenden 
der Ebene durch angehängte Striche unterschieden. Bezeichnet man nun die 
Seiten des Eulerschen Dreiccks ejese; mit g,, so ist: 


zu setzen ?). Die g, sind zugleich die Außenwinkel des positiven Polardreiecks 
EıE,zE, von ejeze,, und wenn dessen Seiten mit ®, bezeichnet werden, so ist auch: 
23 1 3 








® 
En... 
D,= —t 5 
Also ıst zu substituieren: 
Eu a Sich a A 
Vi = cos; Y —i,= sing,; ". my A c08 5; u sin 5 
und mit den Abkürzungen: \ 


rmatptmp=% 0-9 =; i=)-1 


) 8.8.64, Anm. 2. 


®) Dies folgt sofort, wenn man das D. V. der vier auf einen Kreise paarweise diametral 
liegenden Punkte (ej@je4„ 24) = d} auswertet, welches denselben Wert, wie d,, haben muß. 
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‚VG + VG, + VE +VAyEVE_ „> Y 
yAa-d)d-d)i-d) 
VEN Va + YaVaV_ sn 


va-d)d-d)i-d,) 
und zyklisch weiter. Zugleich gelten dieselben Formeln wieder in großen Buch- 
staben geschrieben. 
Wir erkennen zunächst in der Größe: 
ih hut 2yü, Vi Viz 
das Quadrat des Eckensinus !), wofür die Gleichung (25.) die verschiedenen Aus- 
drücke liefert. Die Gleichungen (10.) und (13.) geben für dieselbe Größe außer- 
dem den bekannten Ausdruck: 
4sıno sino, sin 0, sin 03. 
(22.) entspricht dem Sinussatz, (27.) der Formel: 
D, sin o sino, 
2 sing, sine, 
Ferner sagt die Gleichung (29.) im Verein mit (13.) aus, daß das Produkt der 
beiden Eckensinus gleich dem Produkt der Sinus aller Seiten und Winkel des 
Dreiecks ist. Die Gleichung (29.) steht überdies auch in engem Zusammenhang 
mit einem Satz von Study ?), welcher aussagt, daß die Brüche: 
1+L,, . —iI+LkL. Luı+rlhk. -kLıuı+rl 
te TEE’! IHK ' 1.1, u 


k &, 
wo in der gegenwärtigen Bezeichnung 4, = ctg : ‚bh=cig „zu setzen Ist, sowie 


die aus ihnen durch zyklische Vertauschung der Indizes hervorgehenden Ausdrücke 
alle denselben Wert haben. Spaltet man nämlich die Gleichung (29.) folgender- 


maßen: A ie 
Vd, Vd, Vd, v2 _ 4 dıd.d, 
(29a.) INN. au 
AD,D,D, vD, VD, ‚YD, ‚yv 
so steht hier gerade das Quadrat jener Invariante, welche den Wert der Study- 
schen Quotienten ausmacht. Aus (27.) folgt die einfachere Beziehung: 
Va,Vd,Vd; + Vd, - + Vd, + Vd, 
VdıVd, Vd, + Va, _ ya, — Vd, 
welche äquivalent derjenigen ist, aus der Study den Satz gewinnt. Diese Be- 
ziehung liefert für die Quotienten die Werte: 
— 2yd, Vd, Vd, 4 YPıVD, VD + YDı + VD. + "VD 
vd, Yd,Vd, + Vd, + Va, + Ya, — 2yD,YD,yD, 


(30.) VD,VD, = 





y Vol. etwa: Weber-Wellstein, Enzyklopädie der Elementarmathematik. Bd. Il. 3. Auflage 
1915. S. 366. 

2) Dasselbe S. 374 oder Study, Sphärische Trigonometrie, orthogonale Substitutionen und ellip- 
tische Funktionen. Leipzig 1893, Abschn. 2, $ 4. 
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welche sich als übereinstimmend erweisen, und deren Quadrate mit Hilfe von 
(10.) und (27.) leicht auf die Form (29a.) gebracht werden. 
Beachtet man noch, daß 
1 + Vd, Vd; + Va, Yd, + Vd, Vd, 
v1—-d)(i1—d)(1 —d,) 
1 + Yd,Yd; — Vd, Vd, — Vd, Vd, 
= —— = USW. 

Vvt-d)i1—d)(l—d,) 
ist, so führt die Betrachtung der Größe d* in den Gleichungen (13*.) und (10*.) 
zu der weniger bekannten trigonometrischen Formel: 


c0o80 = 








c08 05, = 








— 4 6080 C08 0, C08 0, C08 0, = 1 — c08?Y, — C08?p, — COS? Y, — 2 008 P, COS Y5 COS yz. 


$ 3. Zerlegung linearer Substitutionen. 
Die lineare Substitution 5 der komplexen Veränderlichen z: 


„2 +P 
(31.) ee 

wo a, ß,y,d, beliebige komplexe Zahlen bedeuten, welche der Gleichung: 
ed — py=1 


genügen, kann bekanntlich, wenn sie nicht parabolisch ist, auf die Normalform: 
2 —E z—E 
32. = = — 
vn) 2 —E ‚ z—E 
gebracht werden, und dabei ist !): 
1 


(33.) a+d=Yg+ 
= 177 


Wir stellen uns zunächst die Aufgabe, die Substitution $S in der Form: 
$ = u,u, ?) 
als Aufeinanderfolge zweier elliptischer Substitutionen der Periode zwei darzu- 
stellen. Die beiden Fixpunktepaare der letzteren sind dann bis auf eine kom- 


plexe Konstante dadurch bestimmt, daß sie harmonisch zu dem Paar (E,E) 
liegen und das Doppelverhältnis: 























er 2 
(34.) d, = (£1&, &6&,) = (R=}) 
besitzen müssen. Aus (33.) und (34.) folgt: 
oö6 A+d — 
(35.) 7 7 x 7, —=YVi, (vgl. (12.)) 


1) Vgl. Klein-Fricke, Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Modulfunktionen, Bd. 1. 
Leipzig 1890, S. 164. 

?) Wie in dem in Anmerkung 1 zitierten Werke bedeutet hier und im Folgenden das sym- 
bolische Produkt zweier Substitutionen S, und S: $, 5, diejenige Substitution, welche dieselbe 
Wirkung hat, wie wenn man die Variable z zuerst der Substitution $, und dann $, unterwirft. 
Also, wenn z’ = $,(z); z’’ = $,(z’) gesetzt wird, so ist z’’ = 8, $,(2). 





Die 
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Die Substitution $ ist also dann und nur dann 


un <1 <o0 
parabolisch, wenn i,’= 1, d.h. d,!= 0 oder , d.h. geometrisch: 
hyperbolisch >1 > 0 


wenn die Punktepaare (e,, €,) und (e,, e,) auf einem Kreis liegen und sich trennen 
bzw. einen Punkt gemein haben bzw. sich nicht trennen. 

Unter Verwendung der Fixpunkte (E,E) kann der Multiplikator c, von S 
auch in der Form: 

(36.) q= (EEe,e,)? = (E Ee,&,)? = usw. 
dargestellt werden. Daraus geht hervor, daß die Substitution mit denselben 
Fixpunkten wie $S und dem Multiplikator + Yg das Paar (e,, €,) in das Paar (e,, £,) 
transformiert. 

Stellt man die Fixpunkte von u, und u, als Nullstellen der zwei quadra- 
tischen Formen: 


(e (z — E)? + i,(z — E)? " (x=1,2) 
dar, so ist 
by by 1 
— =godr - = — 
hr : hy q 


zu setzen, weil die simultane absolute Invariante i, der beiden Formen wegen 
(33.) und (35.) den Wert: 





kz 2 
(37.) WE Su . 











haben muß. 

Auf die Substitutionen u, führt auch die Frage nach denjenigen linearen 
Substitionen, durch welche sich die zyklische Gruppe (S) erweitern läßt !). Soll 
eine Gruppe G durch die Substitution 7 erweitert werden können, so muß 7 be- 
kanntlich mit G vertauschbar sein. Besteht G nur aus den Potenzen einer ein- 
zıgen Substitution S, so muß also die Transformierte: 

‘u rsT 
ebenfalls eine Potenz von S sein, und dann hat sie sicher dieselben Fixpunkte. 
Somit muß 7 das Paar der Fixpunkte von $ in sich transformieren, d. h. entweder 
jeden einzelnen fest lassen oder beide miteinander vertauschen. Der ersten For- 
derung genügt jede Substitution, welche die Fixpunkte mit 5 gemein hat, der 
zweiten aber lediglich elliptische Substitutionen der Periode zwei, und zwar gerade 
diejenigen, welche bei der oben durchgeführten Zerlegung von 5 auftreten. Aus 
der Zerlegung folgt sofort, daß jede dieser involutorischen Substitutionen die 
Substitution S in ihre reziproke transformiert, und daß sämtliche Substitutionen 
der durch u, erweiterten Gruppe in der Form: 

5” oder S" u, (n=0,+1,+23, +3...) 
darstellbar sind. Dabei sind alle Substitutionen S"u, ebenfalls involutorisch. 





ı) Diese Betrachtungen gehen parallel denen, welche in den „Modulfunktionen“ (S. ‘6, 
Anm. 1). Bd. I. Seite 200 über Spiegelungen angestellt werden. 
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Wenn $ nicht elliptisch ist, so lassen sich durch die Fixpunktepaare von 
u, und u, zwei einander nicht treffende Kreise legen. Diese Kreise begrenzen einen 
Fundamentalbereich der erweiterten Gruppe. Wendet man u, oder u, auf ihn 
an, so wird er in einen zweiten längs eines der Kreise an ihn grenzenden Bereich 
transformiert, welcher mit dem ersten zusammen einen Fundamentalbereich der 
Gruppe (5) ergibt. Man kann die begrenzenden Kreise so wählen, daß sie 
Breitenkreise !) der Substitution $ sind. Ist $ elliptisch und periodisch, so 
nimmt man die beiden Meridiankreise !) von S, welche durch (e,, €,) und (e,, €,) 
gehen. Dann kann eines der vier so entstehenden Sichelgebiete als Fundamental- 
bereich der erweiterten Gruppe angesehen werden, und aus diesem erhält man 
den Bereich der Gruppe (5) wie oben. 

Sind zwei Substitutionen S, und S, vorgelegt, so läßt eine einfache Kon- 
stantenzählung vermuten, daß es möglich ist, sie in je zwei von drei involutorischen 
Substitutionen zu zerlegen. 


Es ist zweckmäßig, zugleich auch die Substitution S, zu betrachten, welche 
durch: 


(38.) 5,5,5, =1 
definiert ist. Dieser Gleichung wird durch den Ansatz: 
(39.) 5, au; 9, =; d, = ud 


genügt. Sind die 5, und u, in der Form: 














4 ‚, _W2rB,, . ve „ _WHtb,, 2 _ 3, — 

(40.) 2 y,2 + d,’ (a, d, B,r, 1) und u zen a,’ ( a, b, ce, 1) 
(v = 1,2,3) gegeben, so folgt aus (39.): 
u. fr-pn., _ u) (a I)hı., _ la d)re tr (a da)rı 
RN N ı v3 N |. N 
und zyklisch weiter, wobei zur Abkürzung: 

PER Pıra — Bayı (&ı — Pı) Ba — (a, — 6) Pı 
(a, — di) Ya — (a — 65) yı Bıra — Barı 


gesetzt ıst. Diese Determinante ist aber nichts anderes, als die Resultante der 


beiden quadratischen Formen, deren Nullstellen die Fixpunkte E,, E, und E,, E, 
der Substitutionen S, und $S, repräsentieren. Ihr Rang ist für die Zerlegung 
entscheidend: Ist er gleich Eins, so werden a,, b,, c;, unendlich, ist er gleich Null, 
so werden sie unbestimmt. Es zeigt sich also: 
„Die Zerlegung zweier Substitutionen 5, und 5, gemäß dem Ansatz: 
S, =Uyus; S, = us u, ist auf eine einzige Art möglich, wenn 5, und S, keinen 
Fixpunkt gemein haben. Unendlich viele solche Zerlegungen gibt es, wenn 
5, und S, dieselben Fixpunkte haben ?), und gar keine, wenn sie nur einen 
Fixpunkt gemein haben. ‘ 


!) Unter „Meridiankreisen“ einer linearen Substitution sind die Kreise durch ihre Fixpunkte, 


unter „Breitenkreisen“ die Kreise des dazu orthogonalen Büschels zu verstehen. (Vgl. F\. Klein. 


Zur Riemannschen Funktionentheorie, Math. Ann. 21, S. 172). 
®) In diesem Fall ist eine komplexe Konstante verfügbar. 
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Der Fall, daß eine der Substitutionen , der identischen gleich wird, ist hierbei 
nicht als Zerlegung mitgezählt. 

Mit Hilfe dieser Zerlegung läßt sich leicht folgender Satz beweisen: 

„Liegen die Fixpunkte zweier hyperbolischer Substitutionen $, und S, 

auf einem Kreis, so ist von den beiden Substitutionen S,S, und S,S,' 

höchstens eine elliptisch.‘ 

Zunächst ıst sofort ersichtlich, daß die fraglichen Substitutionen beide 
hyperbolisch werden, wenn die Fixpunkte von $, und $, sich trennen oder einen 
Punkt gemein haben. Indem wir diese Möglichkeit ausschließen, nehmen wir die 
Fixpunkte auf der reellen Achse an und zerlegen $, und S, gemäß (39.). Dann 
fallen die Fixpunkte (e,2,) der u, ebenfalls auf die reelle Achse. Wir denken uns 
nun über e,e, als Durchmesser Kreise Ä, errichtet. Ist dann 5,S, elliptisch, so 
schneiden sich X, und K,. Dagegen schneiden sich nicht X, K, und K,K.,. 

K, und X, liegen also auf derselben Seite von K,. Nun ist aber 


SI, — Ugly, üUg — Uguı. 
Der Kreis A, über (eje,) geht aus Ä, vermöge u, hervor Also liegen A, 
und Ä,j getrennt durch Ä,, somit ıst 5,5;' hyperbolisch. 
Führt man statt S, die Substitution 5, ein durch: 
538, S, - | . 
so wird dieser Gleichung durch den Ansalz: 
I, = un; dd, = ya; Ss = su 


genügt. Man sieht aber sofort. daß u, = u, sein muß, und daraus folgt, daß 
u), u, durch Transformation mit u, aus u,, u, hervorgehen. Diese Zerlegung ist 
also von der obigen nicht wesentlich verschieden. 

Wir kehren zur ersten Zerlegungsart zurück und behandeln den Fall weiter. 
wo 5, und $, keinen Fixpunkt gemein haben. Dann besitzen die drei Substi- 
tutionen S,(v — 1,2,3) drei getrennte Fixpunktepaare (E,, E,), welche von denen 
der u, : (e,,e,) harmonisch getrennt werden. Wir können also die Ergebnisse 
des $ 2 für die Ermittlung der Beziehungen zwischen den Invariıanten der Sub- 
stitutionen verwerten. 

In Sinne der dort vorhandenen Reziprozität ziehen wır neben den $, und 
u, auch noch die drei involutorischen Substitutionen U, mit den Fixpunkten 


E,. E,, sowie die durch die Gleichungen: 
s, = U,U,; u, = U,U,; s = U,U, 

definierten Substitutionen s, mit den Fixpunkten e,.e, ın Betracht. Die Multı- 
plikatoren der s, sollen dabei durch 0, bezeichnet werden. Wie ın $ 2 ıst dann 
auch hier jede Formel gegenüber der Vertauschung der großen mit den kleinen 
Buchstaben invariant. Diese Inversion gestattet, aus (26.) sofort die Invarianten 
i,t) der S, zu bestimmen, wenn die D. V. D, ihrer Fixpunkte bekannt sind. Da- 
raus gewinnt man für die Multiplikatoren g, wegen (37.) die Formel: 


!) Siehe Gleichung (35.) und (37.). 


Journal für Mathematik. Bd. 154 Heft? 
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(41.) 





. (DD; D; er Di— D, + D, + VD): Big 
4 2 4 D,D, (1 z, D,)? = 1,2,3 








Der Ausdruck auf der rechten Seite hat aber wegen (5.) und (6.) den Wert 
D,D„V:, wo unter V, gemäß (2.) das D.V. (E,E,E,„E,) zu verstehen ist. Unter 
Beachtung von (4.) folgt hieraus die Schillingsche Formel !): 

(42.) , La (E,E,EjE,) (E,E,E,E,) PR (E,E,E, E,) (E,E,Eı E,) . 
Als Umkehrung von (41.) ergibt sich: 





» bo mmane-w 
(YaYa — 14.) Vq„Vg, — Vai) 


Nimmt man eine Transposition innerhalb eines der Paare (e,,€,) vor, so gehen 
zwei der D. V. d, in ihre reziproken Werte über, und die zugehörigen beiden 


Wurzeln Yg, wechseln das Vorzeichen. Dabei ändert sich natürlich keines der D,. 


Wechselt man bei einer ungeraden Anzahl der Wurzeln Yg, das Vorzeichen, so 
entstehen aus den D, die D# (vgl. (27*.)). Die Vertauschung von g, mit 1/g, 
bewirkt den Übergang von D, zu 1/D, (u), sowie von D* zu 1/D*, dagegen 
behalten D, und D* ihre Werte, sie entspricht der Transposition im Paar (E,, E,). 
Von (43.) ausgehend gelangt man nun auch zu einer Darstellung der Dis- 
kriminante ® in den Multiplikatoren q,. Setzen wir nämlich zur Abkürzung: 


I Yqn Vs Va — ho; VgaVı — Van = ka; 
V92V4s \n=kı; Vqı Vg: — YQ3 = kz; kykıkak; — k! 


so wird wegen (43.): 











ko k y 


YD.=% 


also: 
a BER k 
YD,YD.YD, +YDı+yYD, +yYD, = 12 (ko + kı + k, + ka) 
k e ” u 
7 (1 5 Ygı) (A 42) (1 Se V43) 


VD, YD; V D; r V D, Be YD; 2; VD; = (ko ? kı Fa k, k;) 


und zyklisch weiter. Aus (10.) folgt damit: 
D = IR (-g)d-g)d—g)P 


oder: 











(44.)| ® — | 1 YnVaVa) A mMAU-WA-gm | 
(Va: V9s — V91) (Vg3 Vgı — Vs) (Vgı Vg2 — V93). 











!, Siehe S. 69. Anm. 1 loe. eit. Seite 194. 
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(46.) 
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Auch dieser Ausdruck ändert sich nicht, wenn zwei der Wurzeln Yg, zugleich 
das Vorzeichen wechseln, er geht in ® (D%, D%, D#) über, wenn dies nur bei einer 
oder bei allen dreien geschieht. Da die Vertauschung von g, mit 1/g, dieselbe 
Wirkung wie die Transposition im Paar (E,. E,) hat. so muß sich ® dabei ver- 
halten, wie d in Gleichung (9.). 
Wegen (43.) ist: 
I Sa a. 
Van Va — Va) Ya Va, — Vau) 
damit können wir (44.) ın eine Relation zwischen den D. V. D, und dem Produkt 


VgıVgsV gs. allein überführen, nämlich in: 





(45.) 2 ' _A-YalaV) 
IT — D,) Vg1V92V 9; 











Für die Diskrımınante dD bekommen wir schließlich aus (10.) ınıt Hilfe von (34.) 
die Gleichung: | 

Ei ie (1 — Yg1V92 V43) (Va V 9; V91) (Vg3 Vg1 — Ve) (V 91V 92 — V93) 
NA-d,)% 16 9192; | 
aus welcher man leicht erkennt, für welche Werte der g, sie verschwindet. 

Die Gleichung (25.) kann auch auf ganz elementare Weise wie folgt gewonnen 
werden. Man sucht zunächst aus den beiden Multiplikatoren g,. g, zweier Sub- 
stitutionen S,, S, und dem D. V. D, ihrer Fixpunkte den Charakter der Substitution 
$,S, zu bestimmen. Denkt man sich 5,5, in der Form (31.) angeschrieben, so 


findet man: 
(47.) a+6d= 





9192 " D; (91 4 9) 
\nVga(1 - D,) 
I — Ygı Vg>\” 'q; 2 
woraus nebenbei folgt, daß sie für D, = [ _VV9e und D, =- ( an 
Vn—Vg@ Yn+V@ 
parabolisch wird. 
Führt man nun :, durch (35.) ein und löst nach D, auf, so ergibt sich: 
on. -1 +99 - 2Vi VgıV@: 
Be | == Tu 
91 + 92 — 2Vı, Ygı Va: 
Hieraus folgt mit (35.) und (37.): 


(48.) I; = 
und daraus sofort dıe Gleichung (25.). 


$4. Über eine besondere Lage von drei bzw. vier Punktepaaren in der Ebene. 


Wir wenden uns jetzt der Frage zu: Welchen Bedingungen muß man die 
D.V. von (n -1) Punktepaaren e;e, unterwerfen (A=1,2,...n + 1), damit 


es möglich ist, durch dieselben (n + 1) Kreise zu legen, vondenen keiner die übrigen 
12* 
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trennt oder trifft. Sie werde in der Weise spezialisiert, daß die Punktepaare 


symmetrisch zu einem Kreise, etwa zur reellen Achse, liegen. 
Wir bezeichnen die D. V. durch: 


(49.) da eh 6, eu 6) [4 Era nt g; 

und bilden daraus die Invarıanten: 
| 

50. i.=7 

(SL ) Vi. 4 7 d;,. 
/wischen diesen bestehen dann: 

u ER. ER 
en, 1) TUE, ya (n er 1) 


identische Relationen. i,„ist nach (35.) die Invariante der Substitution u, u,, wo u; 
die involutorische Substitution mit den Fixpunkten e;, €, bedeutet. Die Idee, nach der 
wir vorgehen wollen, ist nun folgende: Wir setzen n der Paare als gegeben voraus 
und fragen, in welchem Gebiet der komplexen Ebene darf das (n + 1)-te Paar 
nicht liegen, wenn die Kreise der verlangten Art möglich sein sollen. Das so 
definierte Gebiet möge das „verbotene Gebiet‘ heißen. Um dieses Gebiet aufzu- 
finden, legen wir durch die n gegebenen Punktepaare in der Reihenfolge 12...n 
eine Kette voneinander berührenden Kreisen und schließen diese Kette durch 
einen Kreis X. Schneiden sich keine zwei Kreise dieser Kette, dann gehört das 
von K begrenzte außerhalb der Kette liegende Gebiet sicher nicht zum .‚verbotenen‘. 
Andererseits stellt der Kreis X für diese eine Lage der übrigen Kreise gerade die 
Grenze des ‚‚erlaubten‘‘ Gebiets dar, die verschiedenen Lagen des Kreises K werden 
also die Grenzkurve des „verbotenen Gebiets‘ umhüllen. 

Der reelle Endpunkt der Kette geht aus dem Anfangspunkt, wie man un- 
mittelbar sieht, vermöge der Substitution Sa) = Uj,,.... u, hervor. Schreibt 
man diese in der Gestalt (31.). so findet man als Enveloppe von K das Kreispaar 
mit Gleichung: 

(51.) ri? + y) -— (a— d)e — PB +2y=0. 

Für y = 0 ergeben sich hieraus die Fixpunkte von $,,. Für den Quotienten aus 
Radius r und Mittelpunktsordinate erhält man 


Er Yin 


d.h. gleich der Invariante von Su). Da i,„, hier stets positiv ist, so ist auch das 
Kreispaar reell. Es folgt weiter, daß seine beiden Kreise einander schneiden. 
berühren, oder gar keinen Punkt gemein haben, je nachdem $,„, hyperbolisch, para- 
bolisch, elliptisch ist. Im ersten Fall gehört die Doppelsichel, im zweiten und 
dritten das Kreisscheibenpaar zum ‚‚verbotenen Gebiet‘. Die Bedingung dafür, 
daß das Paar (e„;1. &;,) nicht in diesem verbotenen Elementargebiet liegt, er- 
hält man mit (e„+1. %n+ı) an Stelle von (x + ıy) aus (51.), wenn man zugleich 
die Substitution S,„.:1 = Sn Un. bildet. Sıe lautet: 




















(53. ) Ln+1) sie | > 0 





WO Zn+ı), die Invariante von Sn.) bedeutet. 
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Andert man nun in S(„;1, die Reihenfolge der Substitutionen u,, so erhält man 


insgesamt: 
(“+1 nm 
2(n+1) 2 
solcher Elementargebiete und Ungleichungen, da i,,..ı, durch zyklische Vertauschung 
und Umkehrung der u, nicht geändert wird. Liegt (&n;1, &%+1) In einem dieser 
Elementargebiete, so wird die betreffende Substitution S,.„+1, elliptisch. Im Fall 
n = 2 gibt es nur ein einziges Elementargebiet, welches stets die Sichelform hat, 
da ü%e) > 1 ist. Diese Doppelsichel macht das ganze ‚verbotene Gebiet‘ aus. 
Sie ist invariant gegenüber den Substitutionen der Gruppe (u,, 4,). 
Die beiden Paare (e,,€e,) und (e,,€,) liegen in ihrem Innern, da (u,u,)u, und 
(u,4,)u, elliptisch sind (Figur 1). 
Die Bedingung (53.) lautet: 


































































































(94.) Vie Vioz Vilzı — tie — ag — 1gı > 0 
Im Fall n = 3 gibt es drei Ele- 
mentargebiete €, €", €". entspre- 1 IN 
chend den drei Substitutionen: Pr “ZI TTTH- |e) N 
I) = Ugujls; I, = U)lUglig; »5 F Ba 
$3) = Uyügzu,. > Fe b f y 
Da alle drei zur selben Klasse ge- ;, 17 N 
hören, sind die drei Elementargebiete f N a. 
wegen (52.) einander ähnlich. u, | 
transformiert &@) in & ‚PR 
HA+u+rv} = 1,2,3]. EN |; Am. I 
Die drei Punktepaare (e;, &,) liegen an ce FT 
außerhalb der Elementargebiete. x | SL 
Würde nämlich z. B e,, €, in €” liegen. E #: +78, 
so müßte die Substitution u,u,u,u, N 
elliptisch sein. sie ist aber hyper- 
bolisch. Fig. 1. 


Ferner haben keine zweı Ele- 
mentargebiete ein Gebiet gemein. Denn wäre dies der Fall, so gäbe es minde 
stens ein Punktepaar (e,,€,). so daß z.B. 

U,Upügluy Und Ugu, Und 
zugleich elliptisch würden. Dies ist aber gleichbedeutend damit, daß dies für 
die beiden Substitutionen: 
(u,u,) (uzu,) und (u,u,) (u,u,) 

oder, wenn wir u,4, = S,; Uzuy = S, Setzen. für die Substitutionen 5,5, und 
5,55! der Fall ıst, was nach dem auf Seite 79 bewiesenen Satz unmöglich ist. 

Wenn das einzelne Elementargebiet aus zwei Kreisscheiben besteht, ist 
damit die Lage der drei Gebiete und Punktepaare geklärt. Nicht so im Fall der 
Doppelsicheln, wo es zunächst denkbar wäre, daß zwei derselben durch die 
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dritte getrennt werden. Dies kann jedoch nicht sein, denn sonst müßten auch die 
Punktepaare (e,,e,) durch die Sicheln voneinander getrennt werden, was aus fol- 
gendem Grunde unmöglich ist: Würden z.B. (e,,€,) und (e,,€,) durch €, getrennt, 
dann würden sich die Fixpunktepaare der Substitutionen u,u,u, und u,u, trennen, 
und da sie beide hyperbolisch sind, würde ihr Produkt ebenfalls hyperbolisch 
sein müssen. Das Produkt ist aber: uzu,uz;u,u, = u,, also elliptisch. 
Folglich liegen die drei Gebiete stets so, wie 
in Fig. 2 angegeben ist. Sie machen aber hier noch 
nicht das ganze ‚verbotene Gebiet‘ aus. Dies folgt 
\ daraus, daß im Falle der Kreisscheiben die ganze 
Ebene verboten sein muß, weil wegen i, < 1 schon 
durch die ersten drei Punktepaare keine Kreise der 
verlangten Art gelegt werden können. Betrachten 
= wir ın der Tat die Berandung desjenigen Gebiets. 
in dem die Punktepaare liegen, so zeigt sich, daß sie 
von solchen Kreisen X umhüllt wird, welche zu 
sich selbst schneidenden Kreisketten gehören (Fig. 2.) 
Diese ganze Berandung fällt also aus der Be- 
grenzung des ..verbotenen Gebiets‘ heraus, d.h. 

Fig. 2. das Gebiet, in dem die Punktepaare liegen, gehört 

auch noch zum .‚verbotenen‘“. 

Ist die Bezeichnung der Punktepaare so gewählt, daß die e, alle auf der 
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positiven, die €, alle auf der negativen Halbebene liegen, so sind die iz, > 1 
und wir können die drei Ungleichungen (53.) zusammenfassen in: 





(5.) . (+ViszYira + Vigi Via + Vin Vi)? -1>0]. 





Das Zusatzgebiet wird dann ausgeschieden durch die Ungleichung: 





(— VigsVira+ ViuV last Vin Viga— 1) Vizg Vila — Vizı Vizs + Vin Via — 1) 


(55a.) [7 Tao .. N To 77 Pr u 
YizzYira+ Vizi Yigg — Yin Via — 1) <O 








Statt ıhrer hätte man auch diejenige wählen können, welche aus ihr entsteht, 
wenn man das Vorzeichen von 1 umkehrt, denn unter der Voraussetzung (55.) 
folgt eine aus der andern. Die Ungleichungen (55.) und (55a.) sind die notwen- 
digen und hinreichenden Bedingungen dafür. daß durch die vier einen gemeinschaft- 
lichen Symmetriekreis besitzenden Punktepaare (e,e) vier Kreise gelegt werden können, 
welche einander weder treffen noch trennen. 


Der hier behandelte symmetrische Fall wird durch folgende Ungleichungen 
charakterisiert: . 


A.) U r En T Ly. — 2 Vu. V Buy Vi.; 1 <0 ( +u*sv ) 
(* Re ==1,2,8,4/ 
B.) ta. >41 


Dabei genügt, wenn alle Ungleichungen der Form B.) erfüllt sind, eine einzige 


SEEERTTT 
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der Form A.) Die vier Ungleichungen der Form (54.) sind zwar notwendig, aber 
nicht hinreichend. Sie folgen unter Berücksichtigung von A.) und B.) aus (55.) 


und (55 a.). wenn man noch die zwischen den sechs Größen Yi;, bestehende Relation 





| Via Ylız Vin 


\ilaı I Yigg Yin oe 











(56.) | 
Yizı Vi 1 Via 
Vlaı Vige Via | 
beachtet. Dieselbe geht mit: Yı,. = + cos g,. in die bekannte Beziehung zwischen 


den Seiten und Diagonalen Y;, eines sphärischen Vierecks über !). 


S$ 5. Klassifikation der Substitutionenpaare. 


In $ 3 wurde gezeigt, daß zu jeder aus einem Paar linearer Substitutionen 
(5), 8,) ohne gemeinsamen Fixpunkt erzeugten Gruppe /' eine Gruppe /” gehört, 
welche durch drei involutorische Substitutionen erzeugt werden kann und J' als 
ausgezeichnete Untergruppe vom Index zwei enthält. Es liegt deshalb nahe, 
die Untersuchung und Klassifikation der Gruppen 7’ zurückzuführen auf die der 
Gruppen /”. 


Dies hat den Vorteil, daß die Erzeugenden der neuen Gruppen KElementar- 
substitutionen sind, die sich nicht dem Charakter nach, sondern nur durch die 
Lage ihrer Fixpunkte voneinander unterscheiden, und deren einzelne durch ihre 
beiden Fixpunkte vollkommen bestimmt ist. Die Klassifikation der Gruppen /“ 
aber werden wir zu gründen haben auf die wesentlich verschiedenen möglichen 
Lagen dreier Punktepaare, d.h. der Fixpunkte der drei involutorischen Erzeu- 
genden, in der komplexen Ebene, und diese Lagen finden ihren analytischen Aus- 
druck in den drei D. V. d,.d,., d, ($ 1.). welche zur eindeutigen Definition sowohl 
von /“ als von /' genügen. 


Eine erste Hauptabteilung wird durch reelle d, charakterisiert (» = 1,2,3) 
und soll Gegenstand der weiteren Betrachtungen sein. Bekanntlich liegen in 
diesem Falle je zwei der Punktepaare (e,, e,) auf einem Kreis. Eine weitere Unter- 
teilung bewirkt das Vorzeichen der Diskriminante d. Wir unterscheiden: 





. 9 >V0 II. d<oO 











Nach dem Satze am Ende des $ 1 liegen die drei Punktepaare (e,,e,) ım Fall 1. 
alle auf demselben, im Fall II. auf drei verschiedenen Kreisen. Da ferner das 
Vorzeichen von d, über den Charakter von S, entscheidet, so zerfällt jede Unter- 
abteilung, wenn man zunächst von den parabolischen Substitutionen, bei denen 
d, Null oder unendlich wird, absieht, in vier Kategorien, nämlich: 


!) Vgl. ©. W. Baur, Mathematische und geodätische Abhandlungen. Stuttgart 1390. S. 95 
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1. 2. 3. 4, 


aa | 
ww } 








3| au u | 7 





Nach der am Schluß von $ 1 gemachten Bemerkung ist aber die Vorzeichen- 
kombination 2. und 3. mit d < 0 nicht verträglich, so daß also in der II. Unter- 
abteilung nur die Kategorien 1. und 4. auftreten können, ferner läßt sich bei 
einem vorgelegten Tripel d,, d,, d, der vierten Kategorie unter Umständen ohne 
Rechnung feststellen, zu welcher Unterabteilung es gehört. Es gilt nämlich der Satz: 

„Ein Tripel von positiven Werten d, gehört der I. Unterabteilung an, 
wenn eine ungerade Anzahl derselben größer als Eins ist.‘ 
Diese Bedingung ist aber nicht notwendig 

Wenden wir uns nun zu den D. V. D,, welche aus den die Paare (e,, e,) har- 

monisch trennenden Paaren (E,, E,), d.h. den Fixpunkten der Substitutionen $, 


gebildet sind, so sind wir vermöge der Gleichungen (27.) und (29.) in der Lage, 
folgende Aussagen zu machen: Bei der I. Unterabteilung ist 











1. 2. 3. 4. Kategorie: 
| | D,>0 | ID|=1, D,>0 | D>0 
D>0O und ın der D,>0 ID|=1 Di-1 D,>0 
> >06 (er 
D<O | D>0 





während bei der Il. Unterabteilung 





1. Kategorie sämtliche D,<0 | D<O 


dD<N und in deı 4. Kategorie sämtliche D, <0 ' D>0 











sind. 

Bezeichnen wir das Tripel D, als das zum Tripel d, polare, so können wir 
sagen: Die Kategorien I. 1. und II. A. sind zueinander, die Kategorien I. 4. und II. 1. 
dagegen zu sich selbst polar. 

Die bisher durchgeführte Gliederung läßt unmittelbar folgende Sätze er- 
kennen: | 
„Zwei elliptische (hyperbolische) Substitutionen, deren Fixpunkte auf 

einem Kreis liegen und sich trennen, erzeugen eine elliptische (hyperbolische) 

Substitution und gehören zur Kategorie II. 1. (II. 4.).“ 

„Zwei elliptische (hyperbolische) Substitutionen, deren Fixpunkte auf 
einem Kreis liegen, ohne sich zu trennen, gehören zur Kategorie I. 1. oder 

I. 2. (I. 3. oder 1. 4.).“ 

Ehe wir in der Gliederung weiter fortschreiten, haben wir uns den bisher 
unterdrückten Tripeln von Substitutionen S, zuzuwenden, in denen parabolische 
vorkommen. Hier wird sich sogleich zeigen, daß diese Fälle gerade die Lücken 
zwischen obigen Kategorien ausfüllen. 


u AN 


A Sa 2522 


A AN 
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Ist zunächst nur eine der drei Substitutionen. etwa S, parabolisch. so können 


wir das = 0 setzen!) und bekommen d = (d, — d,)?. also stets d>0. Diese 
2. und 1. 3.. bzw. I. 3. und 


Fälle schieben sich also zwischen I. 1. und I. 2.. bzw. 1. 2. 
I. 4. als Grenzfälle ein, indem sie einen kontinuierlichen Übergang zwischen 
denselben vermitteln. 

Sind zwei der Substitutionen S,, etwa 8, und 5, parabolisch. so dürfen wir 
d, = d3, = 0 annehmen '. Dann wird: d=di>0. Wir bekommen also dem 
Vorzeichen von d, gemäß zwei Möglichkeiten. welche sich zwischen die eben ge- 
nannten drei Grenzfälle einordnen. 

Wenn alle drei Substitutionen parabolisch sind. können zwei Fälle eintreten: 
Im ersten dürfen wır die. Annahme machen: d, = d,=d, = x. welche d = « 
zur Folge hat'). Hier sind die drei parabolischen Fixpunkte voneinander ver- 
schieden, also liegen die drei Paare (e,. €e,) auf einem Kreis, und wir haben somit 
den Übergang zwischen den beiden zuletzt genannten Grenzfällen vor uns. 
Im zweiten Falle ıst: die Annahme d, = d, = d, = (0) statthaft. womit d ebenfalls 
verschwindet. Hier fallen die drei parabolischen Fixpunkte in einen zusammen, 
die drei Kreise, welche je zwei der Punktepaare (e,, e,) enthalten, sind also von- 
einander verschieden, dieser Fall ıst somit als ein Grenzfall anzusprechen, welcher 
zur zweiten Unterabteilung hinüberleitet. Er gehört zu den durch 

D 


7 | 
or nad 


charakterisierten besonderen Gruppen, welche weiter unten zu besprechen sein 


werden 
Tripel $, mit parabolischen Substitutionen treten also ın der zweiten Unter- 


abteilung (d <0) überhaupt nicht auf, während sie sich in der ersten (d > 0) 
nach folgendem Schema als Grenzfälle einordnen: 





d, I—| [—1 0) | — M ee) 
d, 1 —- 101 + #1 0101 010|I0 0 0 0 
“ol oe olola 


Die durch (57.) gekennzeichneten Fälle fassen wir ın eine dritte Unterabteilung 


zusammen. welche wegen (13.) auch durch 





++ 2 YaYoly 1-0 











1) Die andere Möglichkeit ist: d, = x. Durch passende Wahl in der Bezeichnung der Punkte- 
paare (e,. &,) können wir jedoch stets bewirken, daß in dem vorliegenden Fall die Annahme: d, = U 
die richtige ist. 

Aus demselben Grunde kann bei zwei parabolischen Substitutionen stets die Annahme: 
d, = ds, = 0 gemacht werden. Bei drei parabolischen Substitutionen können jedoch zwei verschie- 
dene Fälle eintreten. welche im wesentlichen charakterisiert werden durch die Annahmen: 

di=d%=d4=- x =-d und hed, = d,=0=D 
Diese beiden Fälle unterscheiden sich. wie man auch die Punkte innerhalb der Paare anordnet, 
dadurch. daß der Quotient in (57.) im ersten Fall gleich Eins, im zweiten gleich Null wird. Im 
ersten Fall haben wir etwa zu setzen: 4 = &: %& =®&,: &, = &,: im zweiten dagegen , =& = & 
(Siehe auch Gl. « (8. \.) | 
Journal für Mathematik. Bd. 154. Heit 13 
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definiert werden kann. Die Gleichung (57.) ist erfüllt, wenn die drei Punktepaare 
(e,, e,) einer Involution angehören, d. h. wenn die Substitutionen S, beide Fix- 
punkte gemein haben. Aber hierher gehören auch alle diejenigen Fälle, wo die 
S, nur einen Fixpunkt gemein haben, und welche sich der hier befolgten Methode 
insofern entziehen, als die drei Paare (e,,e,) alle in den gemeinsamen Fixpunkt 
der 5, zusammenfallen. Daß dabei (57.) erfüllt ist, zeigt Gleichung (46.), denn 
der Multiplikator des Produkts zweier Substitutionen, welche einen Fixpunkt 
gemein haben, ist entweder das Produkt oder der Quotient ihrer Multiplikatoren. 

Für lauter positive bzw. lauter negative d, gilt in der Unterabteilung IFI. die 
Darstellung (11.). 

Den Anlaß zu einer weiteren Gliederung gibt nun die Frage, ob es möglich 
ıst, durch die drei Punktepaare (e,, €,) drei einander weder treffende noch tren- 
nende Kreise zu legen. Die Frage ist deshalb von Bedeutung, weil durch drei solche 
Kreise ein funktionentheoretisch brauchbarer Fundamentalbereich für die durch 
die u, erzeugte Gruppe /” begrenzt wird. Die zu demselben bezüglich /” homo- 
logen Bereiche reihen sich dann glatt nebeneinander und liefern in ihrer Gesamtheit 
eine schlichte, mit Ausnahme einer perfekten Menge von Grenzpunkten lücken- 
lose Überdeckung der ganzen Ebene !). Zwei benachbarte dieser homologen Be- 
reiche bilden zusammen einen Fundamentalbereich für die in 7” ausgezeichnete 
Untergruppe /' vom Index zwei, welche weder elliptische, noch parabolische Sub- 
stitutionen enthält und von der Art der von Schottky näher untersuchten Gruppen 
ist ?). 

Sind die drei Kreise nicht möglich, so kann /' zwar trotzdem vom Schottky- 
schen Typ sein, aber die durch $, getroffene Auswahl von Erzeugenden gestattet 
nicht mehr die Konstruktion eines Fundamentalbereichs der obigen Art. 

Fragen wir nun nach der Möglichkeit der Kreise, so können hier lediglich die 
Kategorien I. 4. und II. 4. in Betracht kommen. Bei I. 4. ist einfach zu fordern, 
daß keines der Paare (e,, e,) die zwei andern Paare voneinander trennt. Diese 
Kategorie zerfällt also in die Typen: 


ja) Il — d,)< 0, wo die Kreise möglich sind, und 


(58. ) 
lb) II — d,) >0, wo sie nicht möglich sind. 

Ein kontinuierlicher Übergang zwischen beiden Typen ist nicht möglich, weil im 
Grenzfall mindestens eines der Paare (e,, e,) ausartet. 

Die analoge Typeneinteilung der Kategorie II. 4. erledigt sich mit Hilfe der 
Überlegungen des $ 4. Die dortige Ungleichung (54.) liefert das Kriterium für die 
drei hier vorkommenden Typen: 

a) d . . . ‘ u a 0 

(59.) b) HA dA: l=-h+r%b+%— 2YuYoYi> 0 

c) » i =, 


!) In dieser Beziehung zeigt die Gruppe 7” dasselbe Verhalten wie diejenige Gruppe, welche 
durch die Spiegelungen an den drei Kreisen erzeugt wird. (Vgl. Aut. I. Seite 436.) 
?) Vel.S.65. Anm. 1. loe. eit. Seite 217. 
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Hierbei entsprechen die Typen a) und b) den gleichnamigen in der Kategorie 1. 4., 
während c) die Fälle umfaßt, wo gerade noch drei einander berührende und nicht 
trennende Kreise möglich sind, aber drei einander nicht treffende und nicht tren- 
nende Kreise nicht gezogen werden können. 

Es soll nun noch der Anschluß an die im ersten Band der Vorlesungen über 
die Theorie der automorphen Funktionen von Fricke und Klein aufgestellte Klassi- 
fikation hergestellt werden. Das Substitutionenpaar (S,. $,) wird dort durch die 
Invarianten: 

h=nrd; h=% +6; em + dd + Pıra + Barı 
charakterisiert, von denen die zwei ersten als positiv vorausgesetzt werden !). 
Durch Transpositionen innerhalb der Paare (e,, €,) können wir nun stets bewirken, 


daß Yi, und Yi, positiv werden. Die so eindeutig festgelegten Invarianten Yi, dürfen 
wir dann wegen (35.) mit den Invarianten j,. ja; Jıs durch die Gleichungen: 
2 Yı = ji; Wi = ji: Vi, = In 
in Beziehung setzen. Die Ungleichungen: 
R+n+R-huh-2=2 
durch welche dort drei ‚.Spezies‘‘ von Substitutionenpaaren unterschieden werden ?). 
gehen damit über in: 

(60.) ++. —-2Yu YaYyz -1Iie0. 

Diese Ungleichungen sind es aber gerade, welche unsere drei Unterabteilungen 
charakterisieren. Die aus den Paaren erster Spezies gewonnenen vier Kategorien 
von hyperbolischen Rotationsgruppen der Gattung (0, 3) ?) entsprechen also den 
vier Kategorien der Unterabteilung I., die aus den Paaren zweiter Spezies hervor- 
gehenden elliptischen Rotationsgruppen bzw. hyperbolischen Rotationsgruppen 
der Gattung (1,1) dagegen der Kategorie 1. bzw. 4. der Unterabteilung II. Die 
drei Typen von hyperbolischen Rotationsgruppen der Gattung (1.1) welche durch: 
R+R+R-hhhs0 
unterschieden werden ?). stimmen wegen (59.) mit den drei Typen der Kategorie 
II. 4. überein. 

Die Kategorien und Typen werden dort noch enger gefaßt durch Hinzu- 
nahme von Bedingungen, welche die Winkel in den ‚„‚kanonischen Polygonen‘ be- 
treffen, auf welche wir aber hier nicht näher eingehen. Es sei nur bemerkt, daß die 
bei der Gattung (0, 3) aufgestellte Forderung 7]; = (0 zusammen mit 7, = 0 und 
Ja 0 gleichbedeutend ist mit: 

(61.) 25) <0 oder Yi,Yu, Y, <0, 
also unter anderem den Typus b) der Kategorie I. 4. vollständig ausschließt, wäh- 
rend die bei der Gattung (1,1) aufgestellte Forderung 7, > 2; ja > 2; Ja > 2 
keine weitere Einschränkung darstellt. sondern nur ein Ausdruck für den auf Seite 86 
oben ausgesprochenen Satz ist. 


!) Aut. 1. S. 337. °2) Aut. I. S. 338. ?), Aut. I. S. 345. 4 Aut. I. S. 354 ff. 
13* 
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Um zu erkennen, inwieweit sich die bei der Klassifikation der Substitutionen- 
paare (S,. S,) gewonnenen Charakterisierungen auch auf die betreffenden durch 
S,.$, bzw. u,. 4,, u, erzeugten Gruppen /* bzw. /” erstrecken, wählen wir als Er- 
zeugende von /” das neue Tripel: 


U) = Uglüı Üg; Us, Üy 
Der Berechnung der Invarianten sind dann die drei Punktepaare: 
(1, 6) = Ug (eu &ı);5 (eo &,); (e,, 63) 
zugrunde zu legen. Die D. V. derselben bestimmen sich zu: 
d, (&g & &g &) = dı; d, = (& & & &ı) = de; 
et ae r kde A) de + dh) 
(3 — Cı + 2d, + (d, — 1) (1 + d,d,) 


Von den d, zu den Vi, übergehend finden wır hieraus die .‚Modultransformation‘: 


(62.) Ya = Vi; VE = Vi; Yu = 2Yh Vi - Vi, 
aus der durch zyklische Vertauschung der Indizes zwei weitere hervorgehen!). 

(segenüber diesen Transformationen (62.) ist nun (60.) invariant. Daraus 
folgt zunächst, daß die Einteilung in die drei Unterabteilungen I., II., III. auch 
die betreffenden Gruppen erfaßt. Da ferner die Forderung: :, <1 bzw. ı, > 1 
(v = 1,2, 3) innerhalb der Unterabteilung II. ebenfalls invariant ist, so gilt dasselbe 
für die Kategorien II. 1. und 11. 4., sowie für die drei Typen von II. 4. Anders ver- 
hält es sich dagegen mit den vier Kategorien der Unterabteilung I.. sowie den beiden 
Typen von I. A., deren Merkmale keineswegs invariant sind. Führt man noch die 
Beschränkung (61.) ein, so kann man zwar sagen, die vier Kategorien führen auch 
zu vier verschiedenen Arten von Gruppen, aber wenn man die Beschränkung (61.) 
fallen läßt, so definiert in der ersten Unterabteilung nur noch der Typus a) der 
Kategorie 4 eine besondere Gruppenart. Gemäß (58.) trifft dort (61.) sowieso zu. 
Dagegen gehören zu den Kategorien 1. 1., 1. 2., I. 3. und I. 4. (Typus b) nicht mehr 
notwendig verschiedenartige Gruppen. In der Tat ist es möglich, ein Tripel von 
Punktepaaren (e,,e,) der Kategorie I. 1. durch Modultransformationen der 
Reihe nach in eines der zweiten, dritten und vierten Kategorie (Typus b) zu ver- 
wandeln, wobei die Gruppe /” selbst unverändert bleibt. 





d, == (ei e eo 5) E 


86. Verallgemeinerung der Zerlegung. 


Sollen dıe n Erzeugenden $, einer Gruppe 7’ ın der Form: 
(63. ) S, — U U,+ı (v=1,2...n) 
dargestelli werden können, wo die u, involutorische Substitutionen bedeuten, 


so müssen. wenn n größer als zwei ist, gewisse Bedingungen erfüllt sein. Ihre An- 


zahl ist: 
3n— 2(n+i)=n—2. 


1) Diese Modultransformation stimmt mit der in Aut. I. S. 397 durch (S) bezeichneten über- 
ein. Zu ihr gehört die Transformation: 


1-9: Mt; ih 
hei den Erzeugenden der Gruppe FT. 
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Auf Grund der Entwicklungen des $ 3 sind wir in der Lage, diese Bedingungen 
sofort anzugeben. 
Wir benennen die Multiplikatoren der Substitutionen S, wieder mit q,, ihre 


Fıxpunkte mit E,. E, und deren D. V. wie folgt: 
(E, E, Eu E,) = D,. —- DD. (‘ 4 =; .) 


= 1, 
Das harmonisch trennende Paar von (E,,E,) und (E,, E,) sei (e,. e&,), das von 
(E,. E,) und (E,, E,) sei (e,. £,). usw. Schließlich sei noch: 
(e, &, 6, &,) = d,. = du. 


Dann ıst der Multiplikator von $, wegen (34.) bestimmt durch die Gleichung: 


(64.) ' (! 1. V =). 


1 — Ydz 
Wir können g, auch direkt durch die D. V. der Fixpunkte (E,. E,) ausdrücken. 
Wegen (41.) wird nämlich: 


(65.) Eu (Dis Das Das — Die = Das + Da + VD)” 
; Da Da (1 — Dy)? 
wo Dj; die Diskriminante der drei D.V. Ds, Das, Da, bedeutet. Rücken wir in 
dieser Gleichung die Indizes zyklisch weiter, so erhalten wir der Reihe nach alle 
gesuchten Beziehungen. Dabei haben wir bis q„_ı vorzuschreiten, dann ist die 
Anzahl derselben gerade n — 2, wie es sein soll. 


Bei |n = 3| tritt also nur die eine Relation (65.) auf, welche ın dieser Form in 
Anwendung zu bringen ist, wenn als Moduln der Gruppe die drei D. V. D,., Das: 
D,, der Fixpunkte und die Multiplikatoren der drei erzeugenden Substitutionen 
$1. 85, S3 betrachtet werden. Bemerkenswert ist hierbei, daß die Relation nur den 
Multiplikator der mittleren Substitution S, enthält. Wir wollen die bei n = 3 auf- 
tretende Bedingung auch noch unter Zugrundelegung eines andern Modulsystems 


aufstellen. Nimmt man nämlich die vierte durch 
(66. ) 5,8,5,9, = 1 
definierte Substitution 5, hinzu, so kann man als Moduln etwa die Multiplikatoren 
der folgenden sechs Substitutionen wählen: 
3. 
oder auch, statt der Multiplikatoren selbst. die ın einfacher Weise damit zusammen- 
hängenden Invarıanten: 





I I In Ja ie Jos 
Ist die einzelne Substitution in der Form (31.) gegeben, so ıst 


zu selzen }). 
Aus dem Ansatz: 
(67.) a, ei 8% ls; Set; 9% u, u, 


1, Vel. Gl. (53.). sowie Seite 89. 
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geht dann wegen (35.) sofort hervor, daß wir die sechs Invarianten durch die fol- 
genden, wie bei (50.) gebildeten Ausdrücke ersetzen dürfen: 

3 Vie 4 Vize 3 Vin 3 Via 4 Vin 3 Vin- 
Zwischen diesen besteht aber die Gleichung (56.), also zwischen den Invarianten 
/ die folgende: 





| 2 Jı Jı2 Ja 

(68. ) h 2 h Ini_g 
The I 2 Js 
Ja Isa Is 2 











Diese Bedingung ist notwendig und hinreichend, Daß sie notwendig ist, geht aus 
ihrer Herleitung hervor. Hinreichend ist sie aus folgendem Grunde: Sind irgend 


sechs Invarianten 7}. Ja. - - - Jaz vorgelegt, so können wir zunächst rein formal: 
. me ‘ 1 4 dis. . er ,3 — ds3, . BE 1 _ dys. EM 1 N dyı. Fi 1 _ dis. 
ge dı.” h=4 ls = 2 nn h=2 En du, Ja = 2 er 
1 +dyu | 
Ja = 2 ers 


setzen. Besteht dann zwischen den Invarianten die Gleichung (68.), so existieren 
auch vier Punktepaare (e;, €), als deren D. V. die Größen (# = 1,2, 3,4) dis - : dg 
aufgefaßt werden können, und damit ist die Existenz der vier involutorischen 
Substitutionen u;, also die Zerlegung (67.) gewährleistet. 

Aus dem Ansatz (67.) geht übrigens hervor: 

I, = u. 4; 5,9, > U Ui, 

also: 

(69.) 5,8, = u,(S, S,) u, somit: [71 = Jaal. 
Diese Relatıon ıst daher als äquivalent mit (68.) anzusehen. 

Bei Fricke-Klein werden die Invarianten j an zwei Stellen, jedesmal unter 
einer besonderen Annahme untersucht. Das eine Mal!) wird vorausgesetzt, daß 
es sich um eine Hauptkreisgruppe handelt, das andere Mal ?), daß eine Gruppe 
vorliegt, welche durch vier Spiegelungen erzeugt wird. Beide Spezialfälle besitzen 
einen gemeinschaftlichen Grenzfall, nämlich den, wo beide Voraussetzungen zu- 
gleich zutreffen, und welcher seinerseits einen Spezialfall der hier behandelten aus 
vier elliptischen Substitutionen der Periode zwei erzeugten Gruppen darstellt. 
So kommt es, daß die hier gewonnenen Gleichungen (68.) und (69.) sich auch dort 
ın beiden Fällen, jedoch unter verschiedener Bedeutung einstellen. Im Hauptkreis- 
fall bedeutet die Gleichung (69.) die Erweiterungsfähigkeit der Gruppe durch 
Spiegelungen ®), und umgekehrt charakterisiert die Gleichung (68.) im Spiege- 
lungsfalle eine Hauptkreisgruppe ®). 

Die eigentliche Bedeutung der Gleichung (68.) ıst aber nach dem Vorher- 
gehenden darin zu suchen, daß sie die Erweiterungsfähigkeit der Gruppe durch ellip- 
tische Substitutionen der Periode zwei gemäß dem Ansatz (67.) zum Ausdruck bringt. 








I) Aut. 1. S. 394 fi. 2) Aut. 1. S. 405#. 3) Aut. I. S. 396. 
*) Aut. I. S. 411. Dort wird deshalb auch die in (68.) auftretende Determinante als „Haupt- 
kreisinvariante* bezeichnet (S. 409.). 
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Ansätze von der Art von (67.) gıbt es übrigens hier sechs verschiedene. An 
die Stelle von (66.) können wir nämlich die fünf Gleichungen: 
33,8, =1; 8,8,8,9, =1; 9,8,3,9, =1; 5,9,3,9, = 1; 5,5,5,5, = 1 
der Reihe nach treten lassen. Diese sechs Zerlegungen werden einfach durch die 
sechs Permutationen der drei Erzeugenden $,, S,, S, charakterisiert. Die jeweils 
zugehörige Relation findet man aus (68.), indem man dort die entsprechende 
Permutation der Indizes 1, 2, 3 vornimmt. Aus der Existenz einer der sechs Zer- 
legungen folgt hier keineswegs die der übrigen, und damit unterscheidet sich der 
vorliegende Fall sehr wesentlich von dem Fall: n = 2!). Sollen zwei Zerlegungen 
möglich sein, so muß zwischen den drei Substitutionen S,, Ss, S, eine Gleichung 
bestehen. So fordert das gleichzeitige Bestehen der beiden zu: 

9,9,5,5,=1 und $,3,5,9, = 1 
gehörigen Zerlegungen das Erfülltsein der Relation: 
9,9,3533578,8571= 1 

und wenn man (67.) mit der zu: 5, 5, 5, 54 = 1 gehörigen Zerlegung zusammen- 
nimmt, so ist dies nur möglich mit: 53 = 1. 

Auch hier ist wieder die aus den Substitutionen $,, S,, 5, erzeugte Gruppe /' 
ausgezeichnet vom Index zwei in der Gruppe /”, welche durch die u, erzeugt wird. 
Betrachten wir den besonderen Fall, wo die Fixpunkte (e,, &,) symmetrisch zu einen 
Kreis, etwa zurrellen Achse liegen, so wird durch die Ungleichungen (55.) und (55a.) 
eine besondere Art von Gruppen 7” definiert, nämlich solche, deren Untergruppen 
F vom Schottkyschen Typus sind. Wie bei n = 2 wird ein Fundamentalbereich 
von /” durch die wegen (55.) und (55a.) möglichen Kreise begrenzt, welche durch 
die Paare (e,,&;) gehen und einander weder treffen noch trennen. Aus diesem 
Fundamentalbereich erhält man einen für die Gruppe 7’, indem man ihn mit einem 
derjenigen vier Bereiche kombiniert, in welche er durch die Substitutionen u, trans- 
formiert wird ?). 

Es sei jedoch bemerkt, daß die Ungleichungen (55.) und (55a.) nicht, wie (54.). 
gegenüber den Transformationen der Gruppenmoduln invariant sind, was geo- 
metrisch sofort einleuchtet. Man kann nämlich in Figur 2. sehr wohl außerhalb des 
„verbotenen Gebiets‘ ein zur reellen Achse symmetrisches Punktepaar (e,, €,) 
annehmen, welches in das ‚.verbotene Gebiet‘‘ hinein transformiert wird, wenn man 
es z. B. der Substitution u, unterwirft. Die zugehörige Modultrausformation lautet: 


Yin. = Vin; Via = Vin; ig = Vigı; Via = Va; Via = 2Ylıe Ylra — Via; 
Via = 2 iız Vin — Vin- 
Sıe läßt in der Tat die Ungleichungen (55.) und (55.a.) nicht alle unverändert. 
Es ist also möglich, daß ein Quadrupel von involutorischen Substitutionen 
u, eine Gruppe /” erzeugt, deren ausgezeichnete Untergruppe des Index zwei. 


T, vom Schottkyschen Typus ist, ohne daß die Ungleichungen (55.) und (55 a.) 
erfüllt sind. Diese Bedingungen sind zwar hinreichend, aber nicht notwendig. 


ı) Vgl. S. 79. 2) Vgl. S. 88. 
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Über das elliptische Integral: 








[: 4 
—_—__——— — — A. 
JVar da db) )(r - dA) 


Von Alfred Färber in Stuttgart. 


Die Abhandlungen von Herrn Techebichef !) und Weierstraß ?) veranlassen 
mich zu einer Ergänzung. Auf S. 227 spricht Herr Tchebichef von dem Fehlen 
eines Kriteriums über die Möglichkeit oder Unmöglichkeit, das besagte elliptische 
Integral in geschlossener Form zu lösen. 

Ein solches Kriterium aufzustellen ist der Zweck dieser Zeilen. 

Den Ausgangspunkt bildet die Integralgleichung 





(1.) (ze +a) (a +b) (ce +c)=y. 
Die Gleichung (1.) wurde nun identisch umgeformt: 
(2.) (r + a) (r +d) = y? -- (abe — a?d) 


also 
2a+d=ar+rb+te 


2ad +a® =ab + ac -+ be ‚5 APR | 
„etbr+teH Via +b-+ c)? — 3(ab + ac + be) 


< 








(3.) 
FERN „ie u b-+c) -2Y(a +b Fo)E Hab + ac} be) 





«) 





Aus (2.) folgt durch \Wurzelziehen: 

(© +a)Yr+d=Yy? - (abe — a2d): 
die Differentiation au! beiden Seiten gibt: 
37 + (a+2d) _ yay 
Wera ee 





dx 





vermöge (1.) ist aber 
y=YVliae+a)(e+b)(@+e). 
also erhält man die Diflerentialgleichung: 


I) Liowville: Journal 2. Serie 9. 1864. p. 225 ff. 
?) Weierstraß: „Werke* Bd. 1. p. 227. 
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‚a+ 2d 2 N 
ds | aa 
Ye +a)(ae+b)(e +c) (2 +d) Yy? (abe — a?d) 


ie Integration von (A.) gibt 


F A. > 2d 
a 5 >) en 
(5.) J Ä i dx = — lely + Yy? — (abe — a?d))|. 
Ye +a)(e +b)(e +c)(c+d) 3 s| ry | 
Vergleicht man (5.) mit dem Integral 
E= f — u: 
. V(r ta)(r +b)(r ec) (r +d) 


dx. 


so läßt sıch also das elliptisehe Integral #£ in geschlossener Form lösen, sofern nur 


0-+ 2d RER 
(6.) A E und nach Gl. (3.) 
d=a+b+re 2a 


ist. Die Gleichungen (6.) geben also folgendes Ariterium, wonach für beliebige 
Konstanten a, b, c das elliptische Integral 


E= [ - nn n dx 
’ Ye +a)(e-+b)(r + ce) (r +d) 


ın geschlossener Form gelöst werden kann: 


4 a+2d a+b+re - Yla+b-+rec)’— 53(ab +ac-+ be) 
| 3 3 | | 
a+b+c-+3d 
oder 4 — 6 
+b-+c-—-2Yla+b-+c)®-- 3(ab +ac-+ bc 
FE IR PER. ı b-+« Y(a-+b ö c) (ab + ac + be) | 
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Über das allgemeine Reziprozitätsgesetz der /-ten Potenz- 
reste im Körper %; der /!-ten Einheitswurzeln 
und in Oberkörpern von %;.') 


Von Helmut Hasse ın Kiel. 


l. Sei / eine ungerade Primzahl, £ eine primitive /-te Einheitswurzel und 
k: der durch £ bestimmte Kreiskörper. Es bezeichne ferner [| den Primteiler 
von / in kz, also, wenn 4 = 1 — £ gesetzt wird, I = (4), (!) = I. 
Das allgemeinste Reziprozitätsgesetz für die /-ten Potenzreste in k; läßt 
sich in die Hilbertsche Formel 
uP\_. 
(1.) 7( $ )=1 


zusammenfassen, wo a, irgendzwei von Null verschiedene (ganze oder gebrochene) 





Zahlen aus k: sind, p alle Primteiler von k; durchläuft und (=2) das Hilbertsche 


Normenrestsymbol ist. Sind speziell a und 8 zueinander kernprim für I, d.h. hat 
der nach Abspaltung aller /-ten Idealpotenzen aus (a) verbleibende Kern von 
(a) mit (#) keinen Primfaktor gemeinsam und umgekehrt, so liefert die Hilbertsche 
Formel (1.) das Reziprozitätsgesetz für die /-ten Potenzreste in k in der üblichen 


Form: 
a\ (PN _(a BY 
BEER +9 
Die vollständige Formulierung des Reziprozitätsgesetzes kommt somit auf die 


Bestimmung der Normenrestsymbole ei) für den Primteiler {| von / hinaus ?). 


Man pflegt diese Aufgabe in zwei Teile zu trennen, je nachdem a und £ prim 
zu / sind oder nicht. Die aus der ersten, in dieser Arbeit allein behandelten Auf- 
gabe entspringende Formel nennt man das allgemeine Reziprozitätsgesetz (inkl. 
ersten Ergänzungssatz), während die zweite zum sogenannten zweiten Ergänzungs- 
satz führt, der in einer nachfolgenden Arbeit von Herrn E. ‚Artin und mir?) be- 
handelt wird. 


', Die Resultate dieser Arbeit wurden auf der Jahresversammlung der D.M. V.. Marburg 1923. 
vorgetragen. 

?) Siehe meine Arbeit: Das allgemeine Reziprozitätsgesetz ...... ds. Journal Bd. 153, S. 192#f., 
wo ich diese Fragestellung für beliebige Oberkörper k von k: zugrundelegte und über die bekannten 
Resultate hinausgelangte. 

®) Erscheint im folgenden Hefte dieser Zeitschrift. 





a 
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2. Während das entsprechende Problem für einen beliebigen Oberkörper % 
von k; bisher nur insofern gelöst war, als man hinreichende Bedingungen dafür 
angeben konnte, daß die fraglichen Normenrestsymbole gleich 1 sind !), hat in 
dem speziellen Grundkörper k; schon Kummer eine explizite Formel für den Ü/m- 


a Be. en 
kehr faktor DE) ‚ın Hilbertscher Terminologie also für das Normenrest- 
a 


a h 
symbol (+) hergeleitet, allerdings nur in dem von Kummer allein behandelten 


Fall, daß die Klassenzahl von k; prim zu / ist (regulärer Kreiskörper). Die 
Kummerschen Entwicklungen sind von Hilbert im „‚Zahlbericht‘* ($ 131 ff.) erneut, 
unter systematischer Verwendung des von ihm eingeführten Normenrestsymbols 
dargestellt. Die Aummer-Hilbertsche Formel für reguläre Kreiskörper ?) lautet: 


1-1 
’ a 
(2.) DO s (*#) ws 


wenn a, ß = 1 mod. | und kernprım zueinander ?). Hıerin bedeuten die /„(a) dıe von 
Kummer eingeführten logarithmischen Differentialquotienten, auf die ıch unten 
näher eingehe. Die eingeführte Beschränkung: a, = 1 mod. I[ erweist sich als 
nicht wesentlich verschieden von der oben genannten Voraussetzung: a, ß prim 

a, BN— > ey 
[ [ 





zu /, da im letzteren Falle «-', #-1== | mod. { sind, und ( 
ıst. 

3. Die Kummer-Hilbertsche Formel (2.) wurde von Takagı *), gestützt 
auf das vorher für beliebige Oberkörper k von beliebigen (auch nicht regulären) k 
bewiesene Reziprozitätsgesetz (1.) auf weiterhin gegenüber Aummer und Hhilber! 
erheblich vereinfachtem Wege für beliebige Kreiskörper k; bewiesen und dabei 
zugleich die wahre Bedeutung der Kummerschen logarıthmischen Differential- 
quotienten klar hervorgehoben. Unter leicht zu verifizierenden Anpassungen der 
Takagischen Entwicklungen an die Henselschen Methoden können nämlich diese 
logarıthmischen Differentialquotienten folgendermaßen charakterisiert werden: 

Sei %,, #5, - . -, x, ein solches unter den unendlich vielen Fundamentalsystemen 
für die multiplikative Darstellung aller Einseinheiten des Henselschen Erweite- 
rungskörpers k; (l), dessen Elemente den Bedingungen 
% = 1 — 4“ mod. [e+!] (r primitive Wurzel mod. /!; s = (£:{’) zugeordnete er- 


=, mod. [+1 J zeugende Substitution von kg), (a=1,2,...,1—1) 
genügen, und das sich stets, und zwar mod. +! eindeutig, angeben läßt °), und 
a=xaı...xal (N): (e. mod. !) 


I) Siehe jedoch Ann. 2, S. 96. 

?) Auch Formel (1.) ist von Hilbert nur für reguläre Kreiskörper bewiesen, für beliebige Kreis- 
körper (und Oberkörper) erst von Furtwängler und Takagi. 

3) Die bei Kummer und Hilbert gemachten weiteren Voraussetzungen, daß «,3 ganze zuein- 
ander prime Zahlen aus k; sind. erweisen sich als unwesentlich. während die im Text genannten 
wesentlich sind. 

*) T. Takagi, On the Law of Reciprocity in the Cyclotomie Corpus, Tokyo. Okt. 1922. in eineı 
Zeitschrift, deren Titel ich nicht feststellen kann, Ser. 3. Vol. 4, S. 173#. 

°’) Siehe Takagi. a. a. 0. 14? 
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dıe eindeutige Darstellung einer beliebigen Einseinheit «a von %k;(l) durch dieses 
System, wobei alle /-ten Potenzen in k;(l) in «, zusammengefaßt sind !), so hängen 
die logarıthmischen Differentialquotienten von « mit den Exponenten e, von «a 
durch die Kongruenzen zusammen: 
la) = (— 1)" Taleu mod.!; (a =4,2,...,1—1). 

4. Nun hat Herr Hensel vor einiger Zeit durch ihre Potenzreihenentwick- 
lung definierte Logarithmen in die Arithmetik der algebraischen Zahlkörper k(p) 
eingeführt ?). Es lag der Gedanke nahe, die höchst kompliziert definierten loga- 
rithmischen Differentialquotienten Kummers durch die Henselschen Logarithmen 
für den Bereich von | zu ersetzen. Diese Aufgabe soll im folgenden gelöst werden. 
Schon vorweg sei aber bemerkt, daß sich keineswegs die logarithmischen Differen- 
tialquotienten einzeln als wirkliche (Henselsche) Logarithmen darstellen lassen, 
sondern daß die resultierende Beziehung verwickelter ist und lediglich die beim 


Reziprozitätsgesetz (3.) auftretende, bilineare Verbindung 
i—1 


„Dr late) ı-u(ß) 


durch Henselsche Logarıthmen auszudrücken gestattet. Der Kummersche Prozek 
der Koeffizientenbestimmung aus einer logarithmischen Potenzreihe durch Dife- 
renzieren erscheint dabei durch die Bildung der Spur von Ausdrücken, die Hensel- 
sche Logarithmen enthalten, also durch einen vom algebraischen Standpunkt 
viel naturgemäßeren Prozeß, ersetzt. 

5. Es seien zunächst kurz die für uns wesentlichen Ergebnisse der ge- 
nannten Henselschen Arbeit, spezialisiert für den Grundkörper k;, hervorgehoben. 
Ist 

a=1+y4; (yvI)=1) 
ırgendeine Einseinheit von k; vom Grade a>1, so konvergiert die /-adısche 
Potenzreihe 


L 
u 


nF Mm 


log nn 2 ( E 1)y,—1 (a ad 


v=] y 


y 
_— 


D— 


für den Bereich von [ und genügt der Funktionalgleichung: 


log a + log $ = log aß (1). 
log «a ist stets mindestens von der Ordnung 2 (durch I? teilbar). Es ist ferner 
dann und nur dann 
loga=0 AI), 

wenn a = {# eine /-te Einheitswurzel ist, so daß allgemein eine Einseinheit durch 
ihren Logarithmus bis auf /-te Einheitswurzeln als Faktoren eindeutig bestimmt 
ist. Da alle von 1 verschiedenen /-ten Einheitswurzeln {# Einseinheiten vom 
Grade 1 sind, ist die Zordnung von Einseinheiten und Logarithmen nur für die 
Einseinheiten 1. Grades ein-/-deutig, für die höheren Grades eineindeutig. 


') Siehe hierzu K. Hensel und H. Hasse, Über die Normenreste ..., Math. Ann. 90, S. 265, (2). 
®) K.Hensel, Untersuchung der Zahlen eines algebraischen Körpers für den Bereich eines 
beliebieen Primteilers. ds. Jonrn. Bd. 145. S. 92 ff. 
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6. Ferner sei an die Definition der Kummerschen logarithmischen Difle- 
rentialquotienten erinnert, die wir hier gleich in ihrer allgemeinsten Form für 
beliebige Einseinheiten von k;(l) geben. Ist a eine solche, und 


a= p({) (!) 


irgendeine Darstellung von « als ganze rationale Funktion von £ (mit ganzen 
l-adischen Koeffizienten, was möglich, weil « ganz für [), so bilde man die Differen- 


tialquotienten 
E | (e=1,2,..,3—1) 


Diese erweisen sich als ganze /-adische Zahlen. Die Kongruenzwerte mod. / der 
! — 2 ersten sind ferner von der speziellen Darstellung von «a als (2) unabhängig. 


A) — yll) 


der letzte ändert sich mod. /! um _. ‚ wenn g(£) durch das ıhm gleiche 


y(£) ersetzt wird. Die somit mod. / ınvarıanten Ausdrücke 


l.(a) = a al oa. I; 1,2... 32) 
e-!1 v 1 1 
h-ıla)= [ Ä eu Er r = mod. / 


bezeichnet man als die Kummerschen logarıthmischen Differentialquotienten von 
a = o(£) = 1 mod. |. 
7. Wir gehen nun aus von der Kummer-Hilbert-Takagischen Formel (2.) 


| 
für das fragliche Symbol (>#) . Um die rechte Seite dieser Formel ın genannter 
Weise umzuformen, legen wir das (von dem a. S. 97 unten genannten, Takagı- 
schen verschiedene) Fundamentalsystem 
1—4,1—4%,..., 1 — 4 
für die Darstellung aller Einseinheiten von k;(l) zugrunde. Ist dann 
(3.) | a= (1 — Ar... 1 — Ad (N. 
x B=M— Aa... Ma ml 


die Darstellung irgendzweier Einseinheiten «a, 5 von k:(l) durch jenes System, 
und wird 


u u 
(4.) (' - ih = (ei 2... 


gesetzt, so ıst speziell !) 


(Ca, d„ mod. /) 


Pa = pn = 0 mod. |; (6 = 1,2...) 
und das allgemeine Symbol e) drückt sıch folgendermaßen durch die Werte 


der speziellen Symbole (4.) aus: 
I--] 


(9.) u r de 


I) Siehe H. Hasse, Zerlegungs- und Vertauschungssatz ... .. ds. Journ. Bd. 154. S. 20. (5.) 


Ca dh Pah 
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Es genügt dann für unseren Zweck, die pw auf Grund von (2.) zu bestimmen 
und durch Logarithmen darzustellen. 
8. Wir haben dazu vor allem die logarithmischen Differentialquotienten 
von 1 — 4°, 1 — 4? zu berechnen. Nun ist 
1 — 4#=1— (1 — £) = old), also Hle) = 1 — (1 — er)" 
und im Sinne der Gleichheit für den re von | 
log pler) = log (I dem) = - Eile 


=> 


u PETE et, ')e a 85 v = (1) GE r=0 7 


Da dıe hier auftretende logarithmische Reihe und die ÄE in einer 
Umgebung von v = O0 absolut und gleichmäßig konvergieren, darf nach Potenzen 
von » geordnet werden: 


e vr 3 5 
log p(e?) = — „= ER — -1r(”, ur (b. 


2 





Hıerin kann die Summation über » bei jedem » > r abgebrochen werden; denn 
der Koeffizient 
av 
zZ, Be 1", )n 


von 2 ın dieser Summe ist bekanntlich das Anfangsglied der av-ten Differenzen- 


reihe der arıthmetischen Reihe r-ter Ordnung 
Er I 


also immer Null, wenn av>r, d.h. v> — ist. Im ungünstigsten Falle a =1, 


darf also hinter » = r abgebrochen werden. 
Der r-te logarithmische Differentialquotient von 1 — 4° ist dann nach 


Definition der Koeffizient von E in obiger Entwicklung von log o(e’), also unter 


r! 
Verwendung der eben gemachten Bemerkung bezüglich der Summation nach v 
i—1 4 av h 
(1 — 4) = u 2 „2, (7) mod. /; (=1,2,...,1-1), 
auch fürr =! — 1, weıl ja mn = ( 


9. Hieraus ergibt sich nach (2.) für den zu bestimmenden Exponenten pa 
der Ausdruck 


nn. 5 1 ” av 1 1 5 ’ by’ ' 
pa ZEI-IYE 2-1 u Zn ZN (4) a" mod. 1 


2 —] y’ a’=1 


Durch a ro Sammationsoh erhält man: 
a DE _. 1 
Pas 2 — 2 — 1)#t2 ERIE yE — 1)" ur u" mod. !. 


le yrYv Ze 7 2, 


Da die einzigen Nenner », »' prim zu / sind, dürfen mod. / die Glieder mit v=V0 
mod. oder #’=(0 mod. ! weggelassen werden. Sind aber uw, «’ prim zu /, so 
gilt bekanntlich 





REEL N 


TEE EUREN a 3 SPIEERTIEFETER 
ai 2 3 aa _ a z R 





WERE RT 


EEE ERLITTEN 


ERS 


re rneeririagr 
a Ef N aülicn ur 
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i—1 i—1 i—1 
a AR urn tt — F" r =) zum Yan ad 
2 WVwut= 2(-u'u w z( | 


Eu 0 eh ! für u + u =20 mod. /, 
l-— u’ mod. / für «+ u’ = 0 mod. |. 


Daher wırd 
1 4 I-1 ’ 
gs - Z Z (— I)y@rWmr(e ( “ e b» | ): mod. / 


BE m —— 
pP v.v=i yy' z—=1ın,n’ x + In *) u In 


Ei br’ 


un a nn av 
= Z ; & = 46-1) Ei ui Be mod. /, 


vv=1yy ı=1 n,n 


wo die r von n,n = U an soweit zu erstrecken ist, bis die Binomialkoeffizienten 


Null werden. Die Doppelsumme 2 ist das Produkt 


n.n’ 


av bv' 
x(— A)r ) - 21 I)" | 
n ) (, + In 2 ) (—x)+ "r 
Die Faktoren dieses Produktes lassen sich nun durch Spuren aus k: darstellen. 


Es ıst nämlich: 
dy ’ 
A® = (1 ” Ep — = FE 1 (*”) cm 
m/° 


m=0 
N a av 
2 x 29 (7) (1 rt 1) 
i—1 a 
(era) =E (1m ()zimw ı) 
i=0 m=0 
av i—1 j 
= 2(-1P()E en. 
m—0 mFi=0 


Die & ist O oder /, je nachdem m == x oder m = mod. / ist. Also wird 


ni 
ü 


1 —x jav\ — g- m av 
Tal u un us 
| = EU a N a. av 
2 m GR ie z 1) N 
wo wieder 2 von n = 0 an soweit zu erstrecken ist, bis die Binomialkoeffizienten 


n 


Null werden. Damit wird unsere Doppelsumme 


1 Y/% a Va. r 
22 -— 7 . SIE" Aw) - S(C= A’) 
und damit 
2 I—1 1 i—1 SIE je») S(C* A) 
ps Er 0% > mod. / 
2 Mur: Ad’ 
!—1 sG - v e N s ‚2, y ) 
— 9 R : nn mod. l 
Pa I 


Die Z, Z unter den Spurzeichen sind, nun die Anfangsglieder der Entwicklungen 


!) Die Spur erfordert nur Summation von i=1....., 
verschwindet, ist die Schreibweise des Textes ebenfalls richtig. 


I—1. Da aber a1 — ar für i = U 
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von — log(1 -— 4“), — log(1 — 4°). Wir zeigen jetzt, daß wir, außer im Falle 
a = 1 oder 5 = 1, diese Logarithmen unbeschadet an die Stelle der &, & setzen 
dürfen. Hierzu ist nur nachzuweisen, daß 


2 = — log(1 — 4°) mod. tl, d.h. mod. l!; (a >1). 


Denn dann sind die nach dem obigen zu bildenden Spuren für beide Seiten dieser 
Kongruenz als rationale Zahlen kongruent mod. /?, was offenbar gerade hinreicht, 
um die genannte Ersetzung zu rechtfertigen. Nun ist 

je 


I—1 jur 
, 


— log(1 — 4) — 2 


2, (l), 
so daß es genügt zu zeigen, daß alle Glieder auf der rechten Seite dieser Gleichung 
mindestens die Ordnung / in bezug auf [ haben. 

10. Im Interesse einer Anwendung in der auf S.96, Anm. 3 zitierten Arbeit 
beweisen wir gleich den folgenden, noch etwas schärferen Hilfssatz, der sich auch 


auf den eben noch ausgeschlossenen Fall a = 1 bezieht: 


ee) 
— ze 
vl 


zal 


Hilfssatz 1. Ist a> 1, so sind alle Glieder von a an in der Potenzreihe 
6 Yua 
-log(1 4“) =. (1) 
zur! 
mindestens durch ('+! teilbar; für a = 1 gılt dasselbe von Fi an. 


Beweis: Wir teilen die fraglichen Glieder in zwei Kategorien, je nachdem 
(v,!) =1 oder > 1 ist. Für die erste Kategorie sind dann die zugehörigen Ord- 
nungszahlen g, = a», für die zweite Kategorie setzen wir 

‚= (gg) =-1l,gzel,e>1), 
dann sind die zugehörigen Ordnungszahlen 
g, = ag — cl — 1). 
Für die erste Kategorie folgt ohne weiteres 
gg = aoZ>2al+i1)Z!+|, wel ai. 
Für die zweite Kategorie ist 
g, = age - el— 1) Zagli +cll - 1)) -el —I)=ag+ clag —-A)(l-1). 
Ist nun nicht gleichzeitig a = 1, q = 1, so ist wegen c > 1 weiter 
s,z22+(0d—1)=e1+1. 

Ist abera = Il undg = 1, so ist für ce = 1, also für das Glied 7 die Ordnungszabl 1, 


für die weiteren Glieder der zweiten Kategrie mit g = 1, ce 2 aber ist wieder 


s,,="—c(l--I)>1-+cll 1)+(5) 4 1% — ce! —1)z1i+(l—1%>I1-41, 
. [w. z. b. w. 
11. Somit ist im Falle a,b > 1: ,„, | 


133, SETTI0B (1 Ar) S@log (dl 2) 


(6.) Pab = 2x mod. /. 





I I 
Im Falle a=1, 5 > 1 dagegen ist 








a : 





I 











EN 


RETTEN TER ER Shen 
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N ’ zZ 
S3cC *tlogil )) + | ei: i 
4 R | ! Si y b 
pu=2x- P: (£* log (1! I» mod. / 
=] / / 
und ım Falle a m : 
1 | - a 7 | 
un R SL” I low (1 )) 
1 Sc rlogll Ze | 5 ) 
Pa = 2x: os‘ ). £. mod. /. 
el [ / 
Im Falle a = 1, b l ist >, = 0 mod. /, weil 


Do k AA ) er 4 | I. 
‘ | | 

Dieser Fall subsumiert sich von selbst unter die für pw und pa, erhaltenen Formeln, 
denn wegen log(1 4) = log © — O(l) werden in den Ausdrücken pw für bh — 1 
und Pa für a = 1 alle Summanden Null. 

Man könnte aus letzterem Grunde allgemein in p1 und paı die Terme log (1-4) 
auslassen. Wir wollen sie jedoch mitführen, um die formale Identität mit dem 
allgemeinen pm» zu wahren. Dann haben wir 


_5,.SCTrlog (1 A) Srlogll 7) 


Pıb u ] . ] 
er En 7! 
- sc ı) S(log(l 7)) 
2 x- — mod. /. 
=] / l 
ger S(Z log (I ‚*")) S(£* log (I r 
ER ERBEN 
ZN 
s(% : 
—: \ “ y a , J 
2 x- \ log (I A. . mod. /. 
x I / / 
Nun ısi 
ji | [| 1-1 
le nn N Slf-x x 12 
( ;) / BE l i-0 ° (! ) 
| 2 x 8- ni ! “in | \ m »ium—r) 
I Ze a. u („9° Er 1) (JE 


Die Kist dann und nur dann von Null verschieden und gleich /, wenn m = x mod. /. 


Wegen | > % 4 | ıst also 


s(: nn (1) 
ER, I-x ! .[! 
s(e7)=e kn rad 


Daher werden die an pıw bezw. Paı gegenüber dem allgemeinen p„» (Formel (#.)) 


anzubringenden Zusatzglieder 


und analog 


| (5) ‚S(c log (1 ’>)) 


% . 


2 | ] l | \; c 


Journal für Mathematik. Bd. 154. Heft 2 15 


| m 
in 
— 
in 
— 
„ 
ne 
uw 
u 


log (| ze) mod. / 
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bezw. 


af! 
BEE — FR Biss (6 ) 
KK u ben EEE = 
x! ! 
— ua FAT 1‘) (| 10 RE “| od. / 
a N | aaa mod. !. 
Nun ist, wenn vn — (1 — x)! gesetzt wird, 
ey (a) = (Jar ir lad aa 
also 
= er 1 ran 
und 


I--1 / 
= (- 1 (Je) = — Img 


Indem wir die hieraus sich ergebenden Werte für die Z in die Zusatzglieder von pı 


und p.aı einführen und bedenken, daß wegen log (1 — /*)= 0 mod. 1?, log (1 — 7°) 
=( mod !?: 
r SAUER log (1 PY = 


-E; LET Am log (1 —- A) = r SIE 7A log (1 — A) = 0 mod. | 


ist, werden jene Zusatzglieder 


SIZamt log (1 ‚\=( mod. !, 


| in 


= - S(log (1 )?)) bezw. S(log (1 7“)) mod. /, 
und somit 


nu. eTlog A - A)) „Sterlog (ld — A) | Sog li — P)) 


(7.) pu= Er ee BNFC + jr. mod. /, 
I—1 Y(f—x er A Wid. ER u 
u) nn EEE ER ED ET 


I ee Sa ne ; 
12. Wir verwenden nunmehr die Ergebnisse (6.), (7.), (8.) zur Zusammen- 


setzung des allgemeinen Ausdrucks (+#) gemäß (3.), (4.), (5.) und finden: 


I—1 








di Z cadhi 
(* P) nn BE ua 
cu — f 
E cp x Sg” nn! (1—14)) ‚Sce log n ıb)) + Ex at (1—ib)) Sei S(log a a)) 
e „a,b 1 De a=1 
u“ 


Dies ıst aber unter Verwendung der Funktionalgleichung des Logarithmus nach (3.) 


i-1 9 x] Ss x 
CR Tee). (C eh Er en 





„x=l 
5 


Die Koeffizienten c,, d, drücken sich noch wie folgt durch a und Baus: Es ist nach (3.) 
a= (1 — A =1-—.c, } mod. 12, 
= (1 — /=1—d, ) mod. |, 
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also s(‘ I) (—-A)— c)=c, mod. |, 


en = (l—A)(--d,)=d, mod. |. 


Hiernach erhält man folgendes Ergebnis: 
Für irgendzwei zu | prime, zueinander kernprime a, ß aus k; gilt das allgemeine 
Reziprozitätsgesetz !): 








1 SC 1ogal—i) Sta 10g AI) a1, S(iog #1) AN Stiog «N 
2 nn a4.) 


x - 
/. 


ON u 





EI ERENTO EEE 





speziell für «,ß=1 mod. | einfacher: 


=: 


Für die Temp OR ® es EN) Exponenten kann auch 


l l 
m geschrieben werden, sodaß die Endformel auch so lautet: 








I1 Se—& 1oga) S(LX log ß) a—1\ S(log 8) „[B—1\ Silog =) 
EEE EEE KT) 











N(a) — 1 
oh 





U SITE log a SQ Iog pr ( Ka ng N(a)—ı 
‚ / j / ! 
17 )(£) = ui für kernprıme 
a 
ap=1 mod. | 











und entsprechend im allgemeinen Falle: «, $ prim zu !. Denn für « = £ w.rd wegen 


log& =0 nach unserer Endformel 
—1 nn L 5) S(log 5) 
KT ) S(log #) 


&- ie 


während nach Definition 5 Legendreschen Symbols 
er 1 


G)=: 


ist. Die hiernach für beliebige 8 = 1 mod. | gültige Beziehung 
S(log P)_ NM — 1 


Pen mod. / 
kann man auch direkt beweisen, indem man sie zunächst für $?=1— #; 
(b=1,2,...,!) beweist und dann vermöge der Funktionalgleichungen des log 


und der Nöres nach (3.) zu beliebigen = 1 mod. I übergeht. 


) Die allgemeinere Formel ist aus der speziellen auf Grund der Bemerkung von S. 97 zu 
bilden. Die Ausdrücke log «'", log#’=" dürfen dabei nicht durch (!— 1)loge, (!— 1)log# er- 
setzt werden, weil log « nur für e==1 mod.! erklärt ist. Ist «,#== 1 mod. [, so liefert diese Er- 


setzung umgekehrt die spezielle Formel aus der allgemeinen. 
2 15* 
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13. lch leite noch leicht die in meiner a. S. 96, Anm. 2 zitierten Arbeit er- 
haltene Formel für den Fall «a=1 mod./!, $=1 mod. | auf Grund des hier ge- 
sewonnenen Ergebnisses her. Sei 

a=1+al+---| 
PER Era TRUE, |; 
)ann wird für den Bereich von | 
log a = al + höhere Glieder, 
S(loga) _ N(a) — I 





= == — a mod.|., 
i - ei = aSs({ir)=— a mod. |, 
A | 
\ er == () 51. 
( ; ) No 
s(? ; = b mod. /!. 
/ 
also 
u 
S(log 3 j {x) 
/qa p si —— - ab 
D-: 
Nun ergibt sıch h 
ei Id Hz —i1 | Fa / 
=. u PN j er 41 7 W u rei ee ER sms a 
ei en ug Frl r 1 ) z=( u zG 1) =; ".—4 u: 
und 


2 ‚log P\__, N 
7 s(z log B) = 5 ( ; )= 0 mod. /, weil logp=0 mod. !?, 


Somit wırd 


) ) s 
(5) PN ar ca Ale 
9’ Na Deus. 
wie in meiner früheren Arbeit 
14. Um das für den Kreiskörper Ak; gewonnene Ergebnis auf beliebige 
Oberkörper K von %k; auszudehnen, benutze ich folgenden 
Hiljssatz 2. Sei k Oberkörper von k;. K Oberkörper von k und n das Zeichen für 
die Relativnorm von K nach k. Ferner seı 


a) B ein zu ! primer Primteiler aus K und a eine zu B prime Zahl aus k. 


(3, \, A 


b) p eın zu ! primer Primteiler aus k und A eıne zu p prime Zahl aus K. 


Dann gılt 


Dann gılt 


2) j en 

BF. Ne FA 

Dabei bezeichnet der Index an den Potenzrestsymbolen den Körper, auf 
den sie sich heziehen. Dasselbe gilt wegen ‚der Produkteigenschaften des 
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Potenzrestsymbols auch, wenn beı a) für X ein beliebiges, zu « kernprimes '), 
zu l primes Ideal W aus K und bei b) für p ein beliebiges, zu A kernprimes, 
zu I primes Ideal a aus K gesetzt wird. 

Teil a) wurde zuerst von Furtwängler ?), Teil b) in einem Spezialfall ebenfalls 
von Furtwängler, allgemein von Takagi ?) bewiesen. a) ist auf Grund der Definition 
des Potenzrestsymbols fast trivial. Ist nämlich p der R zugeordnete Primteiler von 
k, N die Norm in k und n(®R) = p’, so ist 


(N(p)y/ 1 
A l \ 
T =« mod. %, also mod.». 
.r 


j N(p) 1 
GE az 
— —J=a dp, 
\n (®) k \» k 
und a) ıst eine unmittelbare Folge der Kongrtienz 


» ) 
I = f f | mod. / für P=1 mod. !. 


Der Takagısche Beweis für b) a. a.U. erscheint sehr kompliziert. Wir geben 
hıer folgenden, wesentlich vereinfachten Beweis für b): 

Es sei p die p zugeordnete rationale Primzahl, / der Grad von p und zur Ab 
kürzung 

\(») p’ P. 
Kerner seı 
p 1°... %@: ($ vom Relativgrade f,) 
die Zerlegung von p ın Ä in Primteilerpotenzen. Schließlich sei #2,; (1 = 1:2... ., 3) 
je eine primitive (P’" — 1)-te Einheitswurzel der Henselschen Erweiterungskörper 
K(B:). Diese 2; wollen wir auf folgende Weise normiert annehmen. Weil A und % 
Oberkörper von k; sind. ist 
P=1 mod.!; P" = | mod. |, 


also 


42, ! (RB) 


einer primitiven /-ten Einheitswurzel für den Bereich von $ gleich. Ist dann [“ 
diejenige, eindeutig bestimmte, primitive /-te Einheitswurzel von K(%), der die 
Einheitswurzel £, welche zur Definition der Potenzrestsvmbole benutzt wird, für 
den Bereich von %, gleich ist: 

= Sl). 

so kann der zu / prime Exponent ec, ın seiner Restklasse mod. / auch prim zu 
p'" 1 gewählt werden. Dann ıst auch Q", wo s;ce=| mod. P' I. eıne 


I) „A kernprim zu «* bedeutet: Der Kern von U (in bezug aus den kxponenten ! gebildet) 
ist prim zu «. Die Beziehung ist also nicht gegenseitig. wie die obige: „«. 3 kernprim zueinander” 
(S. 96). 

*, Math. Ann 58. 8. 25#. 
») Journ. Coll. Seience. Tokyo, Vol. XLIV. Art.5, $2. 
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primitive (P" — 1)-te Einheitswurzel aus Ä(%;). Wird diese von vornherein an 
Stelle von 2, gewählt und wieder mit 2, bezeichnet, so ist also 
PN 
2 = LM). 

Ist nun 

A= SRH, (Bi); (A, Einseinheit von Ä(%;)) 
dıe Darstellung der in b) gegebenen, zu p, also ®,;, primen Zahl A für den Bereich 
von ®;, so ist 


(2) =AT—=g, T = Di mod. %,. 


also 


und daher 


Andererseits ist, wenn n, die Norm von K(®%;) nach k(p) bezeichnet: 
n,(A) = (ni (2;)) ni(H;) (p). 
n,(H;) = n, ıst eine Einseinheit von k(p), n;(2;) ist die e;-te Potenz der Zahl 


pli—ı 


arrP+- +P'V = 0,P 1 — v;, 


da 42; mit seinen relativ k(p) konjugierten 8, 2P,..., QPi”! einen Unterkörper 
fi-ten Grades des Körpers K(®;) vom Grade e, /, über k(p) definiert, und w; ist 
eine primitive (P — 1)-te Einheitswurzel von k(p) mit der Eigenschaft 

P-1 

ı . 

os; =cs(P). 
Aus n; (8;) = ©; folgt dann 
n,(A) = a m(P), 

und also für dıe Gesamtnorm: 


n(A) = InA,) — u Pa u „= n a n (pP), 
wo auch », eine Einseinheit von k(p) ist. Es ıst dann 


n(A)= [U 0% mod. p 
und daher 


P—1 2 
- Au. > bie 
n(A 7 .„biei , a I = Yoc, 
( =) =(1@“) =Io = 2 mod. p, 
k ‘em 


also 


(2 D* nn = (5). w. z.b. w. 


15. Es bezeichne jetzt 





EEE ER 
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N,5 Norm und Spur in k=k,, 


ME *  ° 

n,s Relatıv $, Pr „ von K nach k;, 
und es sei wie oben | = (4) = (1 — £) der Primteiler von Zin k;. Ist dann a= | 
mod. [ eine Zahl aus k;, B=1 mod.| eine Zahl aus K, und a, B kernprim zu- 
einander, so ist auch n(B) = 1 mod. [ und sind auch «a und n(P) kernprim zuein- 
ander. Nach Hilfssatz 2 ist dann 


( B (B) 
- A, 


N(n(B))—1 ac ) N(a)-1 
u % l 


es SF loga) Sic log (Bj) ja I h 
unse Gamsriamne: ash 16 3 


a BY! P-- f 
3,2), ET 
Da nun (in dem Ä zugeordneten, relativ zu kx Galoisschen Körper) 
logn(B) = log BR’... =logR +logP’ +:--=stlogb) (I) 
ist !), folgt 
S(£* log n(B)) = S({*s(log B)) = Ss(£* log B) — S(L* logB) (Al). 


Ferner ist, wenn 


also 


Bi +f7 
mit für ! ganzem /' gesetzt wird, 
n(B) = 1 + s(I')A + höhere Glieder, 


also 
- = s(l') mod. 7, 
5 ee = Ss(/) = ST) = > ; ') mod. {. 


Somit resultiert folgendes Teilresultat zum allgemeinen Reziprozitätsgesetz !) 
in K: Ä 
Ist K ein beliebiger Oberkörper von k; und a, B zwei zueinander kernprime 
Zahlen aus k; bezw. K mit der Eigenschaft a, B=1 mod. |, so ist 





z 
I } ! 


SA: A 


) auch B'..... sind =1 mod.[, also die Logarithmen definiert und die Funktionalgleichung 


1.867" log a), SC 1og B) | s(*7*) NB- (>= N(a)--ı 


J 











anwendbar. 
2?) Natürlich läßt sich wieder eine entsprechende Verallgemeinerung wie oben (8. 105). hieı 


auf den Fall «, B= zu | priger. rationaler Zahl mod. | angeben. 
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The Number e in k (pP). 


Bv G. E. Wahlin, Golumbia Univ. U. >. A. 


In hıs work on the exponential representation of the p-adie numbers 
Professor Fensel obtaıns by means of functional equations a p-adic series 
/y) =1+Yy - y?/2l-+--» having the property of the exponential function, 
namely f(yı) (ya) = f(yı+ Ys). In the field of the rational p-adie numbers thıs 
series converges, provided the order of the number y is greater than zero, and has 
then been denoted by the symbol e’. The e thus introduced is a symbol which 
ın k(p) has no meaning unless effected by a properly chosen exponent y and, when 
such is the case, e’ is a principal unit of k(p). In this we have assumed, that p > 2 
ıs a rational prime, and this assumption will be retained through the following 
discussion. 


We observe however that the equation 


(1.) ot +p+p/2! + pP al +++ (p), 
which ıs irredueible ın A(p), defines an algebraie number « such that 
a=1-+p+ p®%2!+:-- (p) and we may therefore consider the # as an algebrai« 


number of degree p relative to Ak(p). 

If we consider the equatıon 

» —=1+p*- A (p) 

where A is an integer ol k (p) we know that there exists ın A (p) a solution of thıs 
equation, when and only when x — 1!) and this solution is then ofthe form 1 - pr" 
where A ıs an ınteger of k (p). 

li we then write 

I+p+p?!2!+ = (I1+p)(i+p/2!+ap?-+*-) (pP) 

we know thatthe second factor is the p-th power ofa principal unit ofAk (p)andassuch 
it may be written Kr. The equation (1.) may now be written ın the form 


(2.) a’ = (1 +p) Er (p). 
If we then denote by pP a root of the irreducible equation 
= 1+p 


the field k(p, P) contains the number e as defined abowe. | 
The purpose of this paper is to show that the number e, thus defined as a 
number in k (p, P). is equal to 


(3.) kim (1 +o)"? 


0—0) 


I, Author: Journ. f. Math. Bd. 145. 
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We can write g = p“ e, where e, is a unit of k(p) and may then write the limit (3.) in 


the form 
1 


(4.) Lim (1+ p* 5) 


x—>n 


This is analogous to the limit which defines e in the domain of real numbers, 
but before we pass on to the study of the function we must assign a meaning to 


the operation with the given exponent which is a fractional p-adie number. 
1 1 


After having defined the meaning of (1 + p*e,)’* we shall define (1 + p*e,)P*® 
as the p*th root of the number so defined. 

Let &=b, +b,p +b,p?+:::- and „= 1, =bb +bip +bep? +» 
In his work on the multiplicative representation of the p-adie numbers Professor 
Hensel defines the meaning of a principal unit with a p-adıc exponent. Accor- 
ding to his method it is easily seen that the infinite product 


(3.) ER (+ pre,)Pi”' 
converges ın k(p). In fact since for all i> 7 the terms of the product are all 


congruent to 1. mod. p*+*+! the first A +1 terms of the product are the only 
ones which effect the first A+x-+1 terms of the expansion. Let us denote by P, 


the product J7 (1 + pre,)”?' and by oe the o-th convergent of P,. Then for 


o=1,2,... P() represents the successive convergents of a p-adie number and 
if we denote this by P and its o-th convergent by P/®9 we see that provided o is 
chosen sufficiently large 


Pi) = (1 + pre,)* mod pN 
=0 


where N is an arbitrarily large positive integer and hence 
pP - Ad nu pre,) ir? 
We shall now say that (1 + pr &x)'x - Ad + pre, Pi‘, If &, = eg, we see that 


(1 + pre, )’ir — (1 + pre, ir" and hence (1 + p*2,)«= (1+p"&)* (p). HK = &(p) 
we know that given an integer N large at pleasure there exists a u, such that for 
all »= u the »-th convergents of z,and ex are congruent mod p”+! and hence 
a=b+bp+:- 
aA+ per + per mod per 

and hence the »-th convergents of the two p-adie numbers (1 + p*e,)' and 
(1 + p*&,)'* are congruent mod. p*+N+1 and hence the two numbers are equal. 
That is to say f x= 8 and =, then (1 + p*e,)* = (1 + p* &,)** (p). 

From now on we shall therefore assume that e, and £; are given in the 
reduced p-adic form and shall denote their A-th convergents by, and e respecti- 
vely. 


So far we have made no use of the fact that e, and e, are reciprocals. If we 
2; ) @) 
take this into account we have &,- e, = 1 mod. p*+! and from this we may then 
conclude the following relations 
Journal für Mathematik. Bd.153. Heft 2. 16 
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(4) (4) (4) (4) 
(1i+p Je] — — (A+p*e „er ex —=1 +p*e, mod prtit! 
and hence as / is allowed to increase we have 


[(1 + pre,)®]® = 1+ pre, (p). 
1 


If we say that by (1 + p*e,)‘* we shall understand a number whose &,-th 
power is 1 -;- p*e, the foregoing discussion shows that such a number exists and 
that it is equal to (1 + p*e,)”. 

Let us next consider the «-th convergent of e,. This being a positive rational 


integer we can apply the binomial theorem and have 
(x) \x) 
(1+ pe)” =1+.,8p"+ Ap”®. 
x) 


(x) 
Since ern . mod pet! and hence g,.,p* = p* mod. p?*t!, and since (1 + p*e,)** 
=(1+ pu.)% mod. p?*t! we can write 


(1 + p*e,)* —/4 + p*+ Bp* 
- A+pP)A+op®+ap®t'+:.-) 
= (1+ pP) (1 + bp%) (p) 


Hence we have 
‘ 


ex 4 2 
(1 + pre)” = (1 + pP (1 +bp®)P* (p). 
The factor 1 +bp?* is a p“th power of a principal unit of k(p) which has the form 


1 +8e,p*+€,p*t'+:-- and as x becomes oo this converges to 1. We therefore 
have 
he a 
lim (1 + p%,)P® = lim (1 + pr)P® 


and conclude that if the limit exists it is independent of g,. 
From now on we can therefore center our attention on the expression 
1 


(1 + p*)®. The number 1 +p* isin k(p) a p*-!th power and the root can be 
computed by the binomial theorem. 


F.. u A — px-1)(4 —9px-1 
(1 + pP” ix —4 + p + tert u fe. p 21 (1 — p* e\ Arm. ie 77 DR u 


== 1 ++ mod. p*t! 


and hence 
1 


aaa 2 
im (1 + pp =1+p +54). 
1 
But the an which w are evaluating is lim (1 + p*)®* or in a slightly 


x>n 


different form lim Va») +p y = 


x>n 


Let us denote (1 + p* jr by E, and 41 + p+ p®/2l+--- by E. We shall 
confine our attention te the field k(p, $) defined in the early part of the paper. 
The number e as there defined is a number of k(p, 8) and is a root of the equation 





al 


al 
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(7.) —E=0 (p). 
Moreover E = E, mod p“t! and the equation 
(8.) »#—E,=0 (p) 


also has a solution in k(p, $). Let a, be a solution of (8.). Then for any given x 
a — E=0 mod p*t! 
and hence 
» — E= (x — a,) -Q(x) mod. p*t! 

Let s be the order of the discriminant of (7.) in k(p, ß) and chose x > s/p. 
Let p® p!/? be the prime divisor of p in k(p, ß). The general theorem on page 
68 of Hensels „Theorie der algebraischen Zahlen‘ shows that x” — E has a linear 
factor £— a in k(p,ß) and e— a=x— a, mod p?-t!-s and hence a= a, 
mod pPx+1=s, 

We may therefore conclude that 


(9.) lım u, = u. 
1 a 
But a, = (1 +p*)”* and a = Ylim (1 + p*)*”" and equation (9.) therefore says 


VERER 1 Pr 2 u 1 
lim VOL + pP" = Vlim (I + pP. 
Now « ıs a number which in the first part of the paper was denoted by e since 
a’ = eP (p) and from the equation (9.) we may therefore conclude that 
1 


lim (1 + pr)P=e (p) 


i x—>®D 
or ın general 
1 


lim (1+o)e =e (p). 


0o—0 
„ 


16* 
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Elementare Betrachtungen über den Aufbau von Zahl- 
verknüpfungen nach Gesetzen. 


Von @erhard Stammler in Wernigerode. 
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Einleitung. 


Der am meisten begangene Weg, in der Kette der Zahlverknüpfungen von 
der Addition zur Multiplikation und weiter zur Potenzierung zu schreiten, dürfte 
der — seit E. Schröder ') so genannte — Weg der Iteration sein. Man gelangt 
hierbei zu dem Ergebnis, daß sich zwar für Addition und Multiplikation gewisse 
allgemeine Gesetze gleichmäßig aufstellen lassen (beide sind eindeutig, kommu- 
tativ, assoziativ und durch das distributive Gesetz verbunden), daß manche dieser 
Gesetze für die Potenz indessen keine Gültigkeit mehr haben. 

Legt man nun, wie es in der neueren Mathematik vielfach geschieht, großen 
Wert beim Aufbau der Wissenschaft auf Übereinstimmung zusammengehöriger 
Teile in Hinsicht der für sie geltenden Gesetze (Graßmann, Hankel, Schröder, 


') E. Schröder, Lehrbuch der Arithmetik, Kap. Il, $29, Die Iteration, S. 109 ff. 
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Pringsheim, Schubert, Die Azxiomatik)!), so scheint die Frage unausbleiblich, ob 
es nicht außer Addition und Multiplikation noch andere Zahlverknüpfungen geben 
kann, die denselben Gesetzen wie jene beiden gehorchen. Im folgenden werden 
einige elementare Untersuchungen vorgelegt werden, die wenigstens einen Teil 
dieser Frage restlos erledigen. 


8 1. Das Problem. 


Wir beschränken uns im nachstehenden auf den Begriff einer Zahlverknüpfung 
als einer Vereinigung zweier Zahlen zu einer dritten Zahl derselbenGattung. 
Als Beispiele führen wir an: atb =c,a:b=c,a:b =c usw. Hierin können 
a, b, c als Elemente des Bereiches der natürlichen, rationalen, reellen, komplexen 
Zahlen betrachtet werden, aber immer sollen alle drei demselben, der Betrachtung 
ein für allemal zugrunde liegenden Bereiche angehören. Als Zahlverknüpfung in 
diesem Sinne gilt also nicht, wenn bei Zugrundelegung des Bereichs der ganzen 


a 


Zahlen zwei solche a, b zu einer dritten, rationalen, aber nicht ganzen Zahl c = ; 
verknüpft werden, ebenso nicht, wenn bei Betrachtung des Bereichs aller positiven 
Zahlen zwei solche a,b zu einer dritten, nicht-positiven Zahl c=a—-b, oder 
bei Betrachtung des Bereichs aller reellen Zahlen zwei solche a, b zu einer dritten, 


nicht-reellen ce = (a,b) =a +bi verbunden werden. 


Wir legen unserer Untersuchung den einfachen Bereich der natürlichen 
(positiven ganzen) Zahlen einschl. der Null zugrunde. 


Ferner setzen wir als bekannt die Addition und Multiplikation mit diesen 
Zahlen voraus (s. $ 2); auch die unter ihnen obwaltenden Größenbeziehungen, 
sowie die Regeln: Aus a>b folgt a+c>b-+c und, wenn c#0 ist, ac > be. 


Wir stellen nun die Frage: Läßt sich eine Kette von Zahlverknüpfungen kon- 
struieren, deren Anfangsglieder Addition und Multiplikation sind, und deren Eigen- 
schaften durch eine Gruppe von Gesetzen (Grundgleichungen) bestimmt werden, die 
denen der Addition und Multiplikation analog sind ? 


I) Vergl u.a. H. Graßmann d. Ä., Ausdehnungslehre (1848), (Werke I, 1) [Einleitung. 
Nr.8 (Zerspaltung der Formenlehre, Werke S. 28), sowie überhaupt die Allgemeine 
Formenlehre (Werke 8. 33#f., namentlich die Herausarbeitung des Distributivgesetzes, $ 9, S. 41f.)]. 
— H.Hankel, Theorie der komplexen Zahlensysteme (1876) [$ 3, S.11f. Prinzip der 
Permanenz formaler Gesetze, sowie Abschn. II, $4f.. Allgemeine Formenlehre], 
(N. B. Wir hatten unsere Bezeichnungen schon an Hand von Graßmanns Anregungen entwickelt, 
ehe wir die Hankelschen kennen lernten). Man vergl. auch das Vorwort zu H. Hankel, Die Ele- 
mente der projektivischen Geometrie (1875), S. II. — E.Schröder, Lehrbuch der 
Arithmetik [Die independente Entwicklung der Operationen]; Algorithmen und Caleüln 
(Arch. f. Math. u. Phys., (2), 5, S. 225ff.).. (Auch die hier verwendete Bezeichnung der Operationen 
lernten wir erst nach Festlegung unserer Bezeichnungen kennen.) — A. Pringsheim, Vorlesungen 
über Zahlen- und Funktionenlehre, Bd.I, 1 (1916) [namentlich Vorwort S. VII; S. 1, 
S. 3 usf. bei jeder „Erweiterung des Zahlbegriffs“). Ferner A. Pringsheim, Zahl- und Grenz- 
begriff. (J.B.d. D.M.V. Bd. 6, 1897, S. 78). — Schubert, Grundlagen der Arithmetik 
(Enzykl. d. math. Wiss. I A1, 1898). — D. Hilbert, Axiomatisches Denken (Math. Ann. 78. 
1918, S. 408ff.); Neubegründung der Mathematik (Abh. d. Math. Sem. Hamburg, 1922, Bd. 1. 
Heft 2). — Diese kurzen Hinweise mögen genügen. 
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$ 2. Grundlagen der Analogie. 
Die Gesetze der Addition und Multiplikation für den Bereich der positiven 
ganzen Zahlen einschl. Null, die wir unserer Analogie zugrunde legen, lauten): 
1. (Existenz.) Zu zwei Zahlen a und 5 gibt es stets eine Zahl c, so daß 


a+b=c | a-b=c 
ist. 
2. (Eindeutigkeit.) Aus 
at+b=c | ab=c 
und 
arb=e | ae 
folgt stets 
ee =C 
3. (Faktorgleichheit.) Aus 
a+b=a+b" |; a-b=a-b 
folgt stets 
b=b'. | b=b', wenn a+(. 
4. (Assoziation.) Es ist 
(a+b)+e=a+(b+c) | (a-b)-ce=a:(b:c). 
5. (Kommutation.) Es ist 
a+rb=b+a | a-b=b-a. 


6. (Distribution.) Es ist 

a-(b+c)=a-b+a:c. 

Alle Gesetze sind genau parallel für Addition und Multiplikation. Nur bei 
3. tritt für die Multiplikation eine einschränkende Bedingung hinzu, die bereits 
das Bestehen einer Verbindung von Addition und Multiplikation ahnen läßt. Diese 
wird dann durch 6. in ihrem vollen Umfange bestimmt. Die Gleichung 6. 
wird überhaupt bei dem Aufbau einer ganzen Kette von Verknüpfungen aus 
Gesetzen analog 1.—6. sehr wichtig werden. Denn sie stellt die Vermittlung 
von einer Verknüpfung zur nächsthöheren dar. 

Auf dem gewöhnlichen iterativen Wege der Entwicklung kommt man 
nun zur Potenz a =c. Für sie gelten Gesetze analog den in 1., 2., 3. ausge- 
sprochenen; sonst läßt sich auf „legalem‘‘ (d.h. die Analogien zu 1.—6. her- 
stellendem) Wege eine Zusammengehörigkeit der. drei Verknüpfungen nicht fest- 
stellen. Namentlich ist das Distributivgesetz 

a’ o) — (a)® 
nicht mit 6. in Übereinstimmung zu bringen, und — umgekehrt gelesen — als 
Assoziation auch nicht mit 4. Die Potenzierung ist also ungeeignet, die legale 
Kette von Verknüpfungen über die Addition und Multiplikation hinaus fortzu- 
setzen. Wir suchen dies auf allgemeinerem Wege zu erreichen. 


$ 3. Aufstellung der Grundgleichungen. 


Als allgemeines Zeichen für eine der Addition und Multiplikation analoge 
Zahlverknüpfung wählen wir: 
S,(a,b)=c; (A=1,2,3,...). 


k )ab, C, ».. bedeuten hier und im folgenden stets Elemente des zugrunde gelegten Bereichs 
aller positiven, ganzen Zahlen einschl. Null. 





\ 


 ® a & =, 
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Es werde so zur Herstellung der Analogie zunächst 
S,(la,db)=a-+b, S,(a,b)=a-b 
gesetzt. Unsere Frage kann dann dahin formuliert werden, ob es möglich ist, 
weitere Zahlverknüpfungen S, für A> 2 zu finden, so daß sie Gesetzen gehorchen, 
die analog 1.—6. gebaut sind. 
Als derartige Gesetze stellen wir folgende auf !): 
(1) (Existenz.) Zu zwei Zahlen a und 5b gibt es stets eine Zahl c, so daß 
‚ Sı(a, b) BE 
ıst. 
(2) (Eindeutigkeit.) Aus 
S,(la,b) = c und S;(a,b) = ce’ 
folgt stets 
ee. 
(3) (Faktorgleichheit.) Wird mit k,„ eine Zahl bezeichnet, die für jedes b 


die Gleichung 
S,„(b, k,) = b 
erfüllt 2), so folgt aus 
S,(a,b) = S;(a, b') 


immer 
b=b', 
wenn 
at+k,,; (u <A) 
ıst. 


(4) (Assoziation.) Es ist 
S,(a, S,(b, c)) = S,(Sz(a, b), c). 
(5) (Kommutation,) Es ist 
Sı(a,b) = S;(b, a). 
(6) (Distribution.) Es ist für 2. </ 
Sı(a, S,(b, e)) = Sya, (Sy, u) (a, d), Sy, (a, €)). 


$ 4. Fortsetzung. 


Hierzu sind einige Bemerkungen zu machen. — Zunächst wird durch (3) 
der Unterschied zwischen Addition und Multiplikation in 3. erledigt, dadurch 
daß es zwar ein S, aber kein 5, gibt. — Außerdem ergibt sich aus (5) und (2), 
daß, wenn es ein k, gibt, auch nur ein solches existiert. Denn gäbe es noch 
eine Zahl k‘,, die ebenfalls für jedes 5b die Gleichung 


5, (b, k'.) =— b 


!) Ursprünglich waren in diesen Grundgleichungen noch die Umkehroperationen A; (e,a)= b 
oder A, (c,b)=.a eingeführt. Die Bemerkung, daß diese Einführung vermieden werden könne 
(wodurch manche Schwierigkeiten aus dem Wege geräumt wurden), verdanke ich einer brieflichen 
Mitteilung von Herrn H. Hasse. Ihm bin ich auch für den Hinweis auf den Eindeutigkeitsbeweis 
für die Zahlen k. in $4 und auf manche Ungenauigkeiten (die nunmehr beseitigt sind) zu Dank 
verpflichtet. Vor allen Dingen verdanke ich ihm die Anregung, das Element k,. (das „Einselement“, 
„Nullelement“, die „Operationskonstante“) gleich in die Grundgleichungen einzuführen. 

2) Die Existenz einer solchen Zahl k,. ist keineswegs eine Folge aus den Grundgesetzen und 
wird auch in (8) nicht gefordert, sondern nur berücksichtigt. Falls k. nicht vorhanden, soll 
die betr. Einschränkung in (3) fortfallen. 
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erfüllte, so folgte 
k,= S,(k,, k,) = S.(k,, k.) = kı.. 

Für die gewöhnliche Addition, die wir im folgenden als Verknüpfung 5, wählen, 
existiert k, = 0, ebenso für die gewöhnliche Multiplikation als Verknüpfung 
S,:%, =1. 

Von besonderem Interesse ist, wie schon bemerkt, die Grundgleichung (6). 
Da wir nämlich von allen 5; bisher nur 5, und S, kennen, so ist es wichtig, fest- 
zustellen, wie sich Verknüpfungen höheren Ranges — d. h. solche, bei denen A > 2 
ist — zu diesen bekannten und allgemein zu solchen niedrigeren Ranges — d.h. 
solchen $,, für die u < A ist — verhalten, sobald wir letztere als bekannt an- 
nehmen dürfen. Die Gleichung (6) dient uns, kurz gesagt, als heuristisches 
Prinzip bei der Konstruktion unbekannter Verknüpfungen. Sie ist auch die ein- 
zige, die etwas derartiges leisten kann. Ihre rechte (erklärende) Seite muß daher 
diesen heuristischen Charakter bewahren. Gleichzeitig aber gilt es, alle Möglich- 
keiten der Verbindung einer zu konstruierenden Verknüpfung mit bekannten fest- 
zuhalten. So mußten wir zunächst nur einen funktionalen Zusammenhang irgend- 
welcher Art zwischen den zerlegenden Verknüpfungen rechts und den zerlegten 
Verknüpfungen links bei dieser Grundgleichung festhalten. Daß diese Funktionen 
Y%, y, x ganzzahlıge sein müssen, ist selbstverständlich. Außerdem aber müssen 
wir sie aus den soeben erwähnten Gründen noch folgenden Forderungen unter- 
werfen. 

(6) a. Es darf weder 9, noch y, noch y > A sein. 

(6)b. Es muß entweder 9, oder y, oder y <A sein. 

Diese Forderungen stellen wir, damit wir sicher sind, auf der rechten, er- 
klärenden Seite 

a) nicht plötzlich eine über unsere Diskussion hinausgehende, sondern 

b) mindestens eine bekannte Verknüpfung 
zu finden. Fernerhin müssen wir verlangen, daß, wenn wir S,(a,b) =a-+b, 
S,(a,b) = ab setzen, die Gleichung 6. befriedigt wird, daß somit 

(6) e. »(23,1)=1, y(2,1)=y(2,1)=2 


ist. 


$ 5. Gang der Untersuchung und Voruntersuchung. 


Unsere Untersuchung schreitet nun so fort, daß wir für ein bestimmtes / 
und ein bestimmtes u alle Möglichkeiten der 9, y, x durchsprechen und sehen, 
ob sie sich mit den anderen aufgestellten Gesetzen (1)—(5) widerspruchslos 
vereinigen lassen, d.h. ob nie die Gleichung 0 = 1 erscheinen kann !). Tun sie 
das nıcht, so kann diese Art, ein 5, und ein 5, zu verbinden, nicht für den Auf- 
bau einer Kette von Verknüpfungen in Frage kommen. Ein S, sehen wir ferner 
dann als bestimmt und als ein Glied in dieser Kette an, wenn sich nachweisen 
läßt, daß für die Vereinigung mit allen $,, für die « < A ist, sich nie ein solcher 
Widerspruch ergibt. Ferner schließen wir alle die S;(a, 5) = c von der Fortführung 
der Kette aus, bei denen c, wie auch a und b gewählt werden, höchstens eine end- 


!) So ist z. B. die iterative Multiplikatiou in ihrer Vereinigung mit der Addition widerspruchslos. 
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liche Zahl von Werten annimmt. Wir nennen solche Verknüpfungen trivial. 
Ein besonders wichtiger Fall der Trivialität ist S,(a,b) = constans. 

Wir könnten nun sofort damit beginnen, die Untersuchung für A = 3 und 
# = 1,2 durchzuführen. Indessen wird es sich als zweckmäßig erweisen, wenn 
wir erst einmal den Fall A = 2, u = 1 erwägen. Denn noch steht es gar nicht fest, 
ob die gewöhnliche, iterative Multiplikation, deren Kennzeichen die Gleichung 
a-1=a ist, die einzige Verknüpfung zweiten Ranges ist, die mit (I)—(6) 
verträglich ist. Bisher wissen wir nur, daß diese Gleichung a :1 = a eine Mög- 
lichkeit darstellt, $S, mit S, widerspruchsfrei zu verbinden. Wir werden also, um 
uns lediglich des Legalitätsprinzipes zu bedienen, zunächst sogar die For- 
derung (6) e. fallen lassen. In der Voruntersuchung erörtern wir daher alle Mög- 
lichkeiten der g, %, y, die überhaupt nach (6) a. und (6) b. in Frage kommen, 
ür A=2 u=1. 


$ 6. Voruntersuchung: Diskussion der Multiplikation. 
Als solehe Wertmöglichkeiten ergeben sich nun folgende 7: 





l, IL | UL IV 
— = — = s ar? 
. r B 2 f (s—1 oder 2). 
y 1 1 2 2 
a 2 1 2 


Diese reduzieren sich aber sofort auf 5, da II; und III, zusammenfallen; 
denn nach II, ist unter Benutzung von (5) 


Sz(a, Sı(b, c)) = Su(Sıla, b), Szla, c)) = Su(Szla, c), Sıla, b)). 
Aus (5) und III, folgt andererseits 
S,(a, S,(b, c)) Co S,(a, Sıle, b)) m 5,(d,(a, c), S,(a, b)). 
Ob man also das Verhalten von S, und $, zueinander nach II, oder III, bestimmt, 
ist gleichgültig. 
Wir wenden uns zur Untersuchung der sonach noch übrigen Unterfälle. 


Io. 
Es ist 
S,(a, b) ig S,(a, S,(b, 0)) 2; S.(S1(a, b), Sıla, 0)) 

(a,) S,(a +b, a). 
Andererseits ist 

S,(a, b) . S,(5,(a, 0), b) Er S(S1la, b), S,(0, b)) 
(a,) — $,(a +b,b). 
Für jedes a+b ist sicher a+5b +0. Daher können wir, da o<. 2 ist, nach (3) 
aus (a,) und (a,) folgern: 

a = b immer dann, wenn a=+b. 


Wir sehen also, daß (6) nach I, entwickelt mit anderen Grundgleichungen (u. a. 
(3)) einen Widerspruch ergibt. Nach unseren Grundsätzen wird somit 5, durch 


I, nicht bestimmt; diese Entwicklung scheidet aus. 


Journal für Mathematik, Bd. 154. Heit 2. 17 
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erfüllte, so folgte 
k,= S,.(k,, k'.) u. S,.(k,, k,) _ ki. a 

Für die gewöhnliche Addition, die wir im folgenden als Verknüpfung $, wählen, 
existiert k, = 0, ebenso für die gewöhnliche Multiplikation als Verknüpfung 
,:%, =1. 

Von besonderem Interesse ist, wie schon bemerkt, die Grundgleichung (6). 
Da wir nämlich von allen 5, bisher nur $, und S, kennen, so ist es wichtig, fest- 
zustellen, wie sich Verknüpfungen höheren Ranges — d. h. solche, bei denen A > 2 
ist — zu diesen bekannten und allgemein zu solchen niedrigeren Ranges — d.h. 
solehen $,, für die «u < A ist — verhalten, sobald wir letztere als bekannt an- 
nehmen dürfen. Die Gleichung (6) dient uns, kurz gesagt, als heuristisches 
Prinzip bei der Konstruktion unbekannter Verknüpfungen. Sie ist auch die ein- 
zige, die etwas derartiges leisten kann. Ihre rechte (erklärende) Seite muß daher 
diesen heuristischen Charakter bewahren. Gleichzeitig aber gilt es, alle Möglich- 
keiten der Verbindung einer zu konstruierenden Verknüpfung mit bekannten fest- 
zuhalten. So mußten wir zunächst nur einen funktionalen Zusammenhang irgend- 
welcher Art zwischen den zerlegenden Verknüpfungen rechts und den zerlegten 
Verknüpfungen links bei dieser Grundgleichung festhalten. Daß diese Funktionen 
Y, y, x ganzzahlıge sein müssen, ist selbstverständlich. Außerdem aber müssen 
wir sie aus den soeben erwähnten Gründen noch folgenden Forderungen unter- 
werfen. 

(6)a. Es darf weder 9, noch y, noch y > A sein. 

(6)b. Es muß entweder 9, oder y, oder y <A sein. 

Diese Forderungen stellen wir, damit wir sicher sind, auf der rechten, er- 
klärenden Seite 

a) nicht plötzlich eine über unsere Diskussion hinausgehende, sondern 

b) mindestens eine bekannte Verknüpfung 
zu finden. Fernerhin müssen wir verlangen, daß, wenn wir S,(a,b) =a-+b, 
S,(a,b) =a:b setzen, die Gleichung 6. befriedigt wird, daß somit 

(6) e. 9(23,1)=1, y(2,1)=y(23,1)=2 


ist. 


$ 5. Gang der Untersuchung und Voruntersuchung. 


Unsere Untersuchung schreitet nun so fort, daß wir für ein bestimmtes / 
und ein bestimmtes u alle Möglichkeiten der 9, y, x durchsprechen und sehen, 
ob sie sich mit den anderen aufgestellten Gesetzen (1)—(5) widerspruchslos 
vereinigen lassen, d.h. ob nie die Gleichung 0 = 1 erscheinen kann !). Tun sie 
das nicht, so kann diese Art, ein 5, und ein 5, zu verbinden, nicht für den Auf- 
bau einer Kette von Verknüpfungen in Frage kommen. Ein $, sehen wir ferner 
dann als bestimmt und als ein Glied in dieser Kette an, wenn sich nachweisen 
läßt, daß für die Vereinigung mit allen S,, für die » < A ist, sich nie ein solcher 
Widerspruch ergibt. Ferner schließen wir alle die S;(a, b) = c von der Fortführung 
der Kette aus, bei denen c, wie auch a und 5 gewählt werden, höchstens eine end- 


!) So ist z. B. die iterative Multiplikatiou in ihrer Vereinigung mit der Addition widerspruchslos. 


den 
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liche Zahl von Werten annimmt. Wir nennen solche Verknüpfungen trivıal. 
Ein besonders wichtiger Fall der Trivialität ist S,(a,b) = constans. 

Wir könnten nun sofort damit beginnen, die Untersuchung für 4 = 3 und 
ı = 1,2 durchzuführen. Indessen wird es sich als zweckmäßig erweisen, wenn 
wir erst einmal den Fall 4 = 2, u = 1 erwägen. Denn noch steht es gar nicht fest, 
ob die gewöhnliche, iterative Multiplikation, deren Kennzeichen die Gleichung 
a-1=a ist, die einzige Verknüpfung zweiten Ranges ist, die mit (I)—(6) 
verträglich ist. Bisher wissen wir nur, daß diese Gleichung a -1 = a eine Mög- 
lichkeit darstellt, $, mit $, widerspruchsfrei zu verbinden. Wir werden also, um 
uns lediglich des Legalitätsprinzipes zu bedienen, zunächst sogar die For- 
derung (6) e. fallen lassen. In der Voruntersuchung erörtern wir daher alle Mög- 


lichkeiten der 9, %, y, die überhaupt nach (6) a. und (6) b. in Frage kommen, 
iür A=2 u=1. 


$ 6. Voruntersuchung: Diskussion der Multiplikation. 
Als solche Wertmöglichkeiten ergeben sich nun folgende 7: 





5 | IV 
N u BEE ERBEN — 2 ” ‚9 
R 2 R ö f (a —1 oder 2). 
y 1 1 2 2 
ee ee 2 1 2 


Diese reduzieren sich aber sofort auf 5, da Il; und III, zusammenfallen; 
denn nach II, ist unter Benutzung von (5) 


S,(a, Sı(d, c)) = S,(S1(a, b), Sz(a, c)) = S,(S,la, c), Sıla, d)). 
Aus (5) und III, folgt andererseits 
S,(a, S,(b, c)) = Sz(a, S,(c, b)) = So(Sz(a, c), Sıla, b)). 
Ob man also das Verhalten von S, und S, zueinander nach II, oder ILL, bestimmt, 
ist gleichgültig. 
Wir wenden uns zur Untersuchung der sonach noch übrigen Unterfälle. 


I.. 

Es ist 
S,(a, b) ur S,(a, S,(b, 0)) P. S.(S1(a, b), S,(a, 0)) 
(a,) = S,(a +b,.a). 
Andererseits ist 

S,(a,b) = S,(S,(a, 0), b) = S,(S1(a, b), S,(0, b)) 
(a;) — S,(a +b,b). 
Für jedes a+b ist sicher a+5 +0. Daher können wir, da o<. 2 ist, nach (3) 
aus (a,) und (a,) folgern: 

a = b immer dann, wenn a=+b. 

Wir sehen also, daß (6) nach I, entwickelt mit anderen Grundgleichungen (u. a. 
(3)) einen Widerspruch ergibt. Nach unseren Grundsätzen wird somit 5, durch 


I, nicht bestimmt; diese Entwicklung scheidet aus. 
Journal für Mathematik, Bd. 154. Heit 2. 17 
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II,. 


Es ist einerseits 
S,(a, b) . 5,(5,(0, a), b) er Scs(5,(0, b), S,(a, b)) 


(Pı) dur S,(b, S,(a, b)), 
andererseits 
S,(a, b) S,(a, S,(0, b)) . So(S,(a, 0), S,(a, b)) 


(Pa) \ S,(a, S,(a, b)). 
Aus (ß,) und (ß,) ergibt sich für o = 1 nach (3) stetsa =5b =(0. Jedes a’ +0 
oder b’ + 0 liefert also einen Widerspruch. Daher ist II, auszuschalten. 


Für oa = 2 unterscheiden wir 2 Fälle. Entweder gibt es mindestens ein Paar 
a, b, für das S,(a, b) + O ist, oder es gibt kein solches. Im letzten Falle wäre S,(a, b) 
konstant = 0, mithin trivial. — Für jedes Paar a, b, für das S,(a, b) $ 0 ist, folgt 
nun nach (3) aus (,) und (£,) mit o = 2: 

a=b. 
Für alle Paare a+5 ist daher S,(a,b) = 0 zu setzen (sonst würde, wie oben, 
a = b geschlossen werden können), und nur S,(a, a) kann + 0 sein. Nun ist aber 
für jedes a 
S,(a, a) = Sz(S1(a, 0), a) = S,(S1(a, a), Sz(a, 0)) 
= S,(a + a, S,(a, 0)). 
Nach obigem ist für jedes a + 0 
S,(a, 0) ._ 0, 
und da aus «#0 auch a+a=$0 folgt, ist sonach auch 
S,(a, a) = 0 für alle a0. 
Ist endlich auch a = (), so ist 
5,(0, 0) = $5(5,(0, 0), 0) 5 $,(5,(0, 0), 5,(0, 0)). 
Wäre nun 5,(0,0) =k+0, so folgte demnach 
k = S,(0,k) =. 

Um diesen Widerspruch zu vermeiden, müssen wir k = 0 setzen. Dann ist aber 
S,(a,b) für jedes a und 5 konstant = 0, mithin liegt der einfache Fall der Trivi- 
alıtät vor. 


$ 7. Fortsetzung: Allgemeine Multiplikation. 


Im folgenden bezeichnen wir die Zahl x, die die Gleichung 
S,(z,c) =b 
befriedigt, durch b.. Damit sie wirklich existiere, d.h. eine positive ganze Zahl 
inkl. Null sei, muß O=<Sc=Db sein. Es ist insbesondere 
b», = 0; bo —=b 


für jedes 5b vorhanden. 


Für die weitere Diskussion der Multiplikation bleibt also nur noch eine Distri- 
butivformel übrig, die der Forderung (6) e. entspricht. Ob sich aus ihrer Gültigkeit 
als einzige Möglichkeit für S, die uns als widerspruchsfrei bekannte iterative 
Multiplikation a -1= a ergibt, steht nunmehr in Frage. Wir untersuchen daher: 
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W. 
S,(a, S,(b, c)) — S,(S,(a, b), Sy(a, c)). 
Für c=0 folgt hieraus 
S,(a, b) nn S,(S,(a, b), S,(a, 0)), 
S,(a, 0) = 0. 
In dieser Hinsicht stimmt S,(a, b) durchaus mit ab überein. 
Weiterhin ist für aledb>c>0 


S,(a,b) = S,(a, S,(be, c)) = S,(Sy(a, be), Sz(a, c)). 
Für c= 1 wird mithin, wenn b >11 ist, 
S,(a, b) _ S,(S;(a, b,), S,(a, 1)). 
Setzen wir zur Abkürzung 


also 


S,(a, 1) u F(a), 
so erhalten wir zunächst für beliebige a und 5 
Sı(F(a), F(b)) = Sı(dsla, 1), 5,8, 1)) = Sz(S1la, b), 1) = F(S,(a, b)), 
F(a) + F(b)= F(la+b). 
Wir wollen nun folgenden Satz beweisen: 


also 


(a) S,(a,b) = Fla »b) = S,(a -b, 1) fürb >1. 
Zu diesem Zweck beweisen wir: 
(P) S2(a,b) = Sı(Sz(a, be), Fla -c)) fürrdb=c 1, 


eine Gleichung, die für c = b in (a) übergeht. 
(8) ist richtig für c =1 (s.o.). Angenommen, es gelte für ein bestimmtes 
ce=n<b. Dann ist 
S,(a, b) = S,(Sz(a, Sılön+ı, 1)), Fla. n)) 
£o S,(Sı(dz(a, Da+1); S,(a, 1)), F(a ’ n)) 
= S1(Sz(a, dn+1), SılF(a), F(a.n))) 
a Sı(S,(a, ba+1), F(a .(n + 1))). 
Damit ist ($) und mit ihm (a) für alle b > 1 bewiesen. 
Jede Verknüpfung zweiten Ranges (allgemeine Multiplikation) erweist sich 
also als funktional abhängig von der gewöhnlichen Multiplikation. Die Funktion F, 
durch die sie in ihrer Allgemeinheit festgelegt wird, muß die Bedingung erfüllen: 


F(a) + F(b) = Fl(a +b). 


F(0) = F(0 +0) = F(0) + F(0) 


F(0) = 0 
sein. Woraus sich auch ergibt, daß die obige Gleichung (a) auch für b = 0 gilt. 
Denn es folgt ja aus dem früher abgeleiteten S,(a, 0) = 0: 
S,(a,0) =0 = F(0) = Fla -0). 


Außerdem muß 


also 


Setzt man nun 
Fi) =C, 
so ergibt sich: 
F(2) = Fi +1) = F(l) +Fi)=C+C=C:2, 
17° 
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und allgemein durch vollständige Induktion: 
Fla)=(C-a 
für jedes a (auch a = 0). 

Daher folgt aus (a): 

S;(a,b) = Fla:-b) =C-a:b. (C4:0)!). 

Sämtliche Entwicklungen von S,(a, b) können unter ausschließlicher Zuhilfe- 
nahme der gewöhnlichen, iterativen Multiplikation durchgeführt werden. Da 
nun die letztere, wie vorausgesetzt, widerspruchsfrei im Sinne von $ 3 ist; so muß 
es auch S,(a, b) sein. 

Damit ist nachgewiesen, daß die allgemeine Multiplikation als die Fortsetzung 
der mit der gewöhnlichen Addition S, beginnenden, legal (auf Grund von (1)—(6)) 
weıtergeführten Kette anzusehen ist. 


Die gewöhnliche Multiplikation a -b ergibt sich hiernach als die conditio 
seiu qua non zum Verständnis der allgemeinen arithmetischen Multiplikation 
S,(a,b) =C ab, als deren Sonderfall (C = 1) sie zunächst erscheinen mag. 


Da wir im folgenden die Existenz einer zur Multipilkation gehörigen Ope- 
rationskonstanten k, (vgl. (3)) wiederholt voraussetzen, müssen wir deren Existenz- 
bedingungen untersuchen. Soll für jedes a 


S,la,k,) =C-' a k,=a 
sein, so muß dies insbesondere für a = 1 gelten, d.h. 
Cell 
sein. Das ist im Bereiche der natürlichen Zahlen nur für C = k, = 1 möglich. 


& S. Ergebnis der Voruntersuchung. 


Damit ıst folgendes Resultat gewonnen: 


Wird in der Kette der Verknüpfnungen S,(a,b) = a +b gesetzt, so kommt 
als S,(a, b) nur eine Verknüpfung in Frage, die mit der gewöhnlichen Multiplikation 
sehr nahe verwandt ist. Sie ist mit dieser identisch in ihrem Verhalten gegenüber 
der Addition (Forderung (6) e.), weicht aber darin von ihr ab, daß S,(a, 1) nicht 
gleich a sein muß, sondern gleich C -a gesetzt werden kann (C beliebig +40), 
solange nicht das Vorhandensein einer Operationskonstante k, gefordert wird. 
Diese Forderung läßt sich im Gebiet der natürlichen Zahlen nur durch die Multi- 
plikation befriedigen, bei der C = 1 gesetzt wird. Die gewöhnliche Multiplikation 
erscheint daher als ein zum Verständnis der allgemeinen Operation zweiter Stufe 
(Multiplikation) besonders wichtiger Spezialfall. Ihm eignen Unterschiede gesetz- 
licher Natur von der allgemeinen Multiplikation nur insofern, als bei ihm (im 
Gebiet der natürlichen Zahlen) allein die Existenz der Operationskonstante k, 
gesichert ist. 


Da wir im folgenden von der Existenz von k, = 1 Gebrauch machen werden. 
so wollen wir im weiteren Verlauf unserer Untersuchung S,(a, b) = a -b annehmen. 


!) Für C= 0 würde Trivialität eintreten: S,(«, 5) = 0. 








ee" _ augen; 
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$ 9. Hauptuntersuchung: Werttripel. 


Nunmehr tritt S,(a, b) als Objekt der Diskussion auf. Für das Verhalten 
dieser neuen Operation zur Addition und Multiplikation gemäß (6) wird also für 
»=3,u =Aundi =3, u = 2 je eine Reihe von Werten 9, y, x anzusetzen sein. 
In jeder dieser beiden Reihen sind alle Möglichkeiten der , y,y zu erschöpfen, 
und dann jedes Tripel der einen Reihe mit jedem Tripel der anderen Reihe zu- 
sammenzustellen. Wir erhalten nun unter Berücksichtigung von (6) a. und (6) h. 
in jeder Reihe folgende 26 Fälle: 





I 


, IL DE, IV, v, VI VIE VI IX X 


i u 








ua st STE | | Br Au 5 
EZ e\e lelelele|ıj)2 (e=1,2,3) 
Memewerme “u nn En De ze 
ee NETT ET 8 3 


Hiernach sind im ganzen 26 - 26 = 676 Möglichkeiten zu diskutieren. 


$ 10. Fortsetzung: Reduktionsregeln. 


Wir geben nun zunächst einige allgemeine Regeln an, durch deren Anwen- 
dung sich die Zahl der zu besprechenden Fälle erheblich reduzieren läßt. 


Regel I. Zwei Fälle @, y,y und g', w',x' sind dann miteinander identisch, 
wenn 9=o, y=y, x1x=y' ist. 
Beweis: Es ist nach der Zerlegung mit , y,x: 
5, (a, S„(b, c)) TR Sy(Syla, b), Sy(a, c)) 
= 8,($y(a, c), Syla, b)). 
Zerlegt man nach g', y',x', so erhält man 
S;(a, S,„(b, c)) .. Sıla, S (ec, b)) 
i N (So, (a, c), Sy, (a, b)). 
Beide Zerlegungen sind also unter den angegebenen Bedingungen ineinander über- 
führbar. 


Anwendung: In .jeder Reihe sind die Tripel II,, IIL,, VI, resp. mit IV,, 
VII,, VIII, identisch, so daß noch 17 - 17 = 289 Unterfälle verbleiben. 


Regel II: Bedeutet z einen, t' den anderen der beiden Werte w oder y einer 
Entwicklung 
Sz(a, S,„(b,c)) = S,(Syla, b), Sy,(a, c)); (u = 1 oder 2), 
so ıst 
Sr(a, k,) =), (b, k,) . 
für jedes Paar a,b, für das 


S(a,b)4+k; (0<r<g)®) 
ist. 


) k=0 existiert, und auf Grund unserer Voraussetzung in $ 8 auch %, = 1. 
®) Hier kann 0<v genommen werden, weil es kein A, gibt. Für ?=1 fällt also diese 
Bedingung fort. Im übrigen impliziert sie wegen <A = 3 nur die existierenden k,. k.. 
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Beweis: Es ist 


(a) Sz(a, b) Pr Sz(a, $,(b, k.)) _ Sp(Syla, b), Sy(a, k.)) 
(a’) Sz(a,b) = S;(S,(a, k,, (b) = Sy(Sy(a, b), S,(k,, b)) 
(b) Sz(a, b) nn Sz(a, S,(ky, b)) ... Sp(S,(a, k.); $,(a, b)) 


‚(b') Sz(a, b) u S3(S (kn, a), b) un SylSylkn, b), Sy (a, b)). 


Durch Vergleichung von (a) und (a’) gewinnt man nach (3) und (5) unter 

der angegebenen Bedingung 

Sy(a, k,) <a S,(b, ku); 
und ebenso aus (b.) und (b’.) 

S,(a, k.) = Sy(b, ku), 
womit die Regel bewiesen ist. 

Anwendung: Da hier eine besondere Voraussetzung über Zahlen und Ver- 
knüpfungen gemacht wird, müssen wir prüfen, ob die Regel sich auf irgendwelche 
Werttripel anwenden läßt, und welche durch sie ausgeschieden werden. Die An: 
wendung der Regel macht keine besonderen Schwierigkeiten bei folgenden Wert- 
systemen 

(A,) u=1, ı=1, T’<3, pP 3; 

(A,) sel rs <a," <3, 953 


Hierbei ıst nämlich die Bedingung der Regel stets erfüllt, sobald «+0, b +0 
und a = ist, da dann sicher 


Sırla,db) =a+b odera:b>1, 
also von k, = 0 und k, = 1 verschieden ist. Für irgendein solches Paar folgt aber 
dann nach Regel II: 
(A}) S,(a, 0) = 5,(6,0), d.h. a +0 =5+0; 
(A;) S,(a, 1) = S,(b, 1), d.h. a +1 =db+ilodera-1 =b-1; 


also immer a = b, im Widerspruch zu der Voraussetzung a+b. Die in (A,) und 
(A,) aufgeführten Tripel scheiden demnach aus. 

Ebenso läßt sich Regel II mit Erfolg auf folgende Fälle anwenden: 

(B}) u=-1,r=1,r7=3, o=1; 

(B,) u=23,T<3, "=3, p=1; 
in denen nach Anm. 2 a.v.S. gar keine einschränkende Bedingung zu berück- 
sichtigen ist, also Regel II für alle a, 5 gilt. Wählt man hier irgendein Paar a, b, 
für das a+b ist, so ergibt die Anwendung der Regel wie eben bei (A,), (A;) 
(da die hierbei ausschlaggebenden u und r dieselben geblieben sind) den Wider- 
spruch a =b. Die Fälle (B,) und (B,) werden also ebenfalls durch Regel II aus- 


geschieden. 
Schließlich betrachten wir noch die Fälle: 
(C}) -=1, 1=1, "=3,1<gpS3; 
(C,) „n=2, ır<3, !"=3, 1<9s3; 


in denen k, = 0 und u. U. auch, wenn nämlich @ = 3 ist, k, = lin der Bedingung 
der Regel zu berücksichtigen sind, also zur Anwendung S,(a, b) + 0 und u. U. auch 
+ 1 sein muß. Wir dürfen annehmen, daß die Verknüpfung S,(a, b) so beschaffen 
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ist, daß Paare a,b mit S,(a,b) > 1 existieren, da sie sonst nur die Werte O und 1 
lieferte, also trivial wäre. Für jedes solche Paar a,b, für das überdies a + b ist, 
folgt durch Anwendung von Regel II durch genau denselben Schluß, wie oben bei 
(Aj), (As) (da wieder z und u dieselben sind), der Widerspruch a = b. Also muß 
in den Fällen (C’,) und (C,) gelten: 

(C) Sz(a,db) =1, wenn a+b, 
und höchstens die S,(a, a) liefern Werte > 1. 

Wir zeigen nun weiter, daß auch die S,(a, a) höchstens mit Ausnahme von 
$3(0,0) und S,(1, 1) Werte <= 1 liefern müssen, womit dann auch in den Fällen 
(C,) und (C’,) die Verknüpfung S,(a, b) als höchstens der 4 Werte 0, 1, 5,(0, 0), 
S5,(1, 1) fähig und somit als trivial erkannt sein wird. 

Um den Nachweis für die angegebene Behauptung zu führen, trennen wir die 
beiden Fälle 9 = 2und 9 = 3. Beidesmal dürfen wir in der jeweiligen Entwicklung 
(6) nach Regel I ohne Beschränkung y = rund y = r’ = 3 annehmen. 


= 2. 





Dann ıst 
Sz(a,a) = Sy(a, S,(k,,a)) = Sz(S,(a, k,), Sz(a, @)) 
— S7(a, k,) Sz(a, a). 
Bei den ın (C',) und (C',) möglichen Kombinationen uw, r ist nun 
S,(a,k,) =a +0 odera +1 odera-1, 
also sicher + 1 für a> 1. Daher folgt 
Ss(a,a) =0 füra>1. 
o=3. 





Dann ist 
Sz(a, a) Sz(a, S,.(a, k.)) um S3(5; (a, a), S,(a, ku))- 
Da nun für a > 1 nach (C) stets S,(a, k.) < 1, und außerdem 


me 
Ir(a, a) = er a > i> S;(a, ku) 


ist, folgt durch erneute Anwendung von (C): 
Sz(a,a) <A füra>. 

Damit ist die ausgesprochene Behauptung bewiesen, und somit auch die 
Trivialität der Fälle (C,) und (C,) erkannt. 

Stellen wir die Fälle (A,), (B,), (C,) und (A,), (B,), (C,) zusammen, so ergibt 
sich, daß die Anwendung der Regel II zum Ausschluß durch Widerspruch oder 
Trivialität führt in den Fällen, in denen 
„1, r=1, !’ 53 953; 

p=2, 7<3, "ss 953 
ist. Demnach lassen Regel I und Il noch übrig 
für a =1 :: V„VI,IX,X, 
op =2 :D, 2. 
Jetzt sind noch 8 -2 = 16 Unterfälle zu erledigen. 
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Regel III. /st S(b, ce) + S,(b, ec) für mindestens ein Paar b, c, so darf nicht 
zugleich 


pl}, u) = plA, u), y(A, a)= YA, u’), x(A, u)=yx(A, u) 
sen. 


Beweis: Wäre die Behauptung unrichtig, so folgte nach (6) 
Sıla, S,(b, c)) = Sı(la, S,r(b, c)) 
für alle a,b, c. Wählte man dann irgendein a+k,; (v < A), so ergäbe sich aus 
(3) der Widerspruch 
S.(b, ce) = S,(b, c) 

gegen die vorausgesetzte Existenz eines Paares b, c, für das S,(b, c) + S,(b, e) ist. 

Anwendung: Da für a=1, « =2 die Voraussetzung S,(b,c) + S,(b, ec) 
sicher durch ein Paar b, c realisiert werden kann, so darf das Tripel IX der ersten 
Reihe (z# = 1) nicht mit dem Tripel IX der zweiten Reihe (u = 2) zusammen zur 
Bestimmung von 5, genommen werden, und ebensowenig X (u = 1)mitX (u = 2). 

Die Regeln I, II, III haben also die Zahl der zu diskutierenden Fälle von 
676 auf 14 herabgedrückt. Bei deren Besprechung wird uns noch folgende Regel 
gute Dienste leisten. 

Regel IV. Existiert k,, so ist 

Sıla, k,) = Sy(Sy(a, k,), Sy(a, k,)). 
Beweis: Es ist. 
Sı(a, ku) - Sıla, Sulku, k,.)) _ SulSwla, ku), S,(a, k.))- 

Anwendung: Wenden wir diese Regel auf die Tripel IX und X der Reihe 

u = 2 an, so ist k„= k, = 1, mithin für jedes a 
bei IX :S,(a, 1) = S,(Sz(a, 1), Sz(a, 1)) = 0, 
bei X :S,(a,1) = S,(Sz(a, 1), Sz(a, 1)) S1. 
Für den letzten Fall ist noch zu bemerken, daß die Annahme 
Ss(a,1) = 0 für jedes a 
die Trivialität von S,(a, b) nach sich zieht. Es ist nämlich (immer nach X (u = 2)): 
Sz(a, b) os Sz(a, S,(1, b)) * S,(Sz3(a, 1), Sz(a, b)), 
woraus, wenn Ss(a, 1) = 0 für jedes a wäre, sich allgemein 
Ss(a,b) = O0 

ergäbe. 
Insbesondere muß S,(1, 1)= 1 sein, denn wäre S,(1, 1)= 0, so folgte für jedes a: 
Sz(a, 1) = S,(S,(a, 1), 1) = S,(Sz,(a, 1), Sz(1,1)) = 0, was nicht sein sollte. 


$ 11. Fortsetzung: Diskusion der Restfälle. 


Wir treten nunmehr in die Besprechung darüber ein, welche von den noch 
vorhandenen Möglichkeiten, 5, mit S, und S, zu verbinden, den Gleichungen 
(1)—(6) widerspruchslos genügen. Wir untersuchen zunächst, ob sich bei einem 
Tripel schon allein durch den Versuch, $, mit $, zu vereinigen, Widersprüche 
oder Trivialitäten ergeben. Ist das nicht der Fall, so versuchen wir dieses Tripel 
der ersten Reihe mit einem der zweiten Reihe zu verbinden; d. h. wir suchen ein 
Tripel, durch das 5, mit S, verbunden wird, mit der bis jetzt noch nicht als wider- 
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spruch: voll erkannten Möglichkeit, 5, mit 5, zu vereinigen, ın Einklang zu bringen. 
Nur dann, wenn sich nachweisen läßt, daß es ein Tripel der ersien Reihe und mit 
ihm zusammen eines der zweiten Reihe gibt, bei deren Durchführung (auf Grund der 
Gesetze (l)— (6) sich nie ein Widerspruch, d.ı. eine Gleichung Ö = 1, ergeben kann, 
soll S; als bestimmt angesehen werden‘). Man kann dann daran gehen, ein $, 
in gleicher Weise aus der Kombination dreier Reihen von Werttiipeln zu be- 
stimmen, usf. 

Durch unsere Regeln I— III kommen nun als zu dıskutierende Tripel nur ın 
Frage: 

für a=1: VW, VL, IX, X; für av = 2: IX und X. 
Hierbei können V, wie VI, jedes mit IX und X (« = 2) kombiniert werden, 
während für IX (« = 1) nur die Kombination mit X (u = 2), fürX (av =1) nur 
die mit IX (u = 2) zulässig ist. — Ferner ist zu beachten, daß nach Regel IV 
beı der Kombination mit IX (u = 2) stets S,(a, 1) = 0 zu setzen ıst. Beı der 
Kombination mit X (u = 2) ist dagegen immer S,(a.1)<1 und S,(1, 1) | 
anzunehmen. 

Wir beginnen also mit der Besprechung von: 


V; (u=l; (v=y=2). 





Es ıst 


Sz3(a, 5,(d, 0)) = S.(d,(a, b), S2(a, 0)) 
S,(6,0); (e=a:-b). 


Sala, b) 


| 


Für o = 2 ist daher 
S.(a,b) = 0; trivial. 
Füroe=3 ıst: 
Sala,b) = Sz(c, 0) = Sz(c, 5,(0, 0)) 
= Sz(S5(e, 0), Sale, 0)) = Sz(0, 0) 


— constans; trıvıal. 
Für o = 1 wırd; wenn b = 1, also c = a genommen wird: 
Ss(a, 1) = S,la,0) = a, 
und das ist für alle «> 1 weder mit IX (x = 2) noch mit X (x = 2) in Über- 


einstimmung zu bringen (Regel IV, Anwendung). 
Dadurch wird jede Möglichkeit ausgeschlossen, V, zur Vereinigung von 
S, und $, zu benutzen und so die Kette der Verknüpfungen fortzusetzen. 


Wir wenden uns nun zu 


VL; (u=1i1; y=2,x=3). 


Bei der Untersuchung von VI, gehen wır von folgenden Gleichungen aus: 





(A) Sz(a, b) er Sz(a, S,(0, b)) ve So(Sz(a, 0), Sz(a, b)) 
= 8,(0, S,(a, b)). 
(B) Sz(a,b) = Sy(a, $,(d,,1)) : 5,(8,(a, b,), Ss(a, 1)) 


!) Wie dieser Nachweis geführt wird, ob durch Konstruktion einer bestimmten Rechenregel 
(wie das oben bei S, geschah) oder wie sonst, ist gleichgültig. Ebenso wie die widerspruchsfreie 
Vereinigung sich konkret als Rechenregel darstellen läßt. 
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für jedes b>1. Aus (B) läßt sıch, a = 1 gesetzt, ableiten: 
(C) S3(1, b) ar $,(85(1, b,), Ss(1, 1)) a; 5,(d183(1, 1)). 
Wir behandeln nun nacheinander die 3 Fälle für o = 1, 2,3. 


VI. 
Wir entwickeln hier nach (GC), indem wir eg = 1 setzen, wie folgt: 
53(1,5) = S,(b1, S;(1,1)); db 1) 
Da sıch nıcht ohne weiteres ein Widerspruch ablesen läßt, kombinieren wir VI („= 1) 
mit IX und X (u = 2). — Nach RK (u = 2) ist — gemäß Regel IV Anw. — 
sowohl S,(1,5b) = 0, wie 5,(1,1) =0. Daher ist 
0=b;b=1) 
Das ergıbt für jedes 5 > 1 einen Widerspruch. Diese Kombination scheidet also 
aus. 
Nach X (u = 2) ıst S,(1,1) =1, also $,(b,, Sz(1,1)) =b zu setzen, für 
alled =>1. Andererseits ist aber S,(1,5) = 1, sodaß wir hätten: 
1>b. 
Auch diese Kombination führt somit für alle 5 > 1 zu Widersprüchen. Dadurch 


ist die Verwendung von VI, unmöglich gemacht worden. 
Beı 
VI, 
kann aus (A), o = 2 gesetzt, sofort 
Sz(a, b) = 5;(0, Sz(a, b)) = 0 
und hieraus auf die Trıvialität geschlossen werden. 


Etwas komplizierter gestaltet sich die Diskussion von 


V1., 
Hier folgt aus (C) für o = 3: 
(C’) S;(1,5) = S3(b,, Sz(1,1)); = 1) 
Wir kombinieren wieder mit X und X (u = 2). Für K (u = 2) verwandelt sıch 
(nach Regel IV Anw.) (C’) in: 
0 = 53(6,,0); b=1) 

D.h. es ıst für Jedes c > 0 

Sz(c,0) = 0. | 


Nun folgt aus (A), wenn wir dann eg = 3 nehmen, 
S,(a,b) = S,(0, S,(a, b)); 
mithin ıst allgemein 
Sz(a,b) = 0. 
Damit ıst die Trivialität von VI, (# = 1) bei Verbindung mit IX («4 = 2) nach- 
gewiesen. 
Kombinieren wir VI, mit X (4 = 2), so muß S5,(1,1) = 1 gesetzt werden. 
Aus (C’) läßt sich dann schließen: 
S3(1, 5) - S3(b,, 1); b=1) 
Daraus folgt vermittelst des Schlusses von n auf n +1: 


S,(a, 1) = S,(1,1) = 1 für jedes a —>1. 





"ET 
ER. De > 


he 
® 
® 4 
je: 
8 











G. Stammler, Betrachtungen über den Aufbau von Zahlwerknüpfungen. 


Setzen wir nun ın (B) o = 3, so erhalten wir 
S3(a,b) = Sz(S,(a, b,), Sala, 1)): (= 1) 
und unter Berücksichtigung der Tatsache, daß S,(a, 1) = 1 für a =41 ist: 
Sz(a,db) =1 fürra>1 unddb >1: 
Damit ıst gezeigt, daß bei Verkoppelung von VI,(# = 1) mit X (u = 2) Sy,(a, b) 
nur folgende drei Werte annehmen kann: 5,(0,0), 5,(0,1) = S,(1,0) und 1, 
wodurch die Trivialität ın diesem Fall erwiesen ist. 

Folglich ist auch VI, und somit überhaupt VI, nicht zu gebrauchen. 

Wir gehen nun dazu über, die beiden letzten Möglichkeiten der ersten Reihe, 
die Tripel IX und X für « = 1 zu diskutieren. Sollten sie mit Werttripeln deı 
zweiten Reihe verbunden werden, so kommt hierfür nur die kreuzweise Kom- 
bination mit IX und X (u = 2) in Frage. (Regel III Anw.) 


R; u=1);; vy=Yı=3,9=1). 
Für b =1 ıst dann 
5,11, b) = sd, 5,(d,,1)) = 5,(83(1, b,), S3(1, 1)). 

Mithin ist, da für X(u = 2) nach Regel IV, Anwendung S,(1, 1) = 1 ıst, 

S;(1,5) = S,(1,5,) +1 >1. 
Da aber (Regel IV, Anwendung) 5,(1,5) = 1 sein muß, folgt also 

S;(1,5) =1 für jedes b >11. 
Für b=2,b, = 1 folgt dann der Widerspruch 

1=1-+1. 

Somit läßt sich X («x = 1) nicht mit X (u = 2) verbinden. 





X; v=1); v=y=3,9=2). 
Für 5 =1 ıst dann 

Sz(a,b) = Sz(a, S,(b, 1)) = S,(Sz(a, b), Ss(a, 1)). 

Danach folgt für die Verbindung mit IX (u = 2) nach Regel IV, Anwendung: 
Sz(a,b) = S,(Sz3(a, 51), 0) = 0; b=1). 

Entwickeln wir weiter S,(a,0) nach IX (u = 2), so wird 

53(a, 0) = Sz(a, 5,(0, 0)) = Sıldz(a, 0), Sz(a, 0)) 

—= S,(a,0) + S,(a,0) = 0. 

Folglich ist S,(a, 5) = 0 für jedes Paar a,b, also trıvial, und auch dieser letzte 
Fall muß ausscheiden. 





8 12. Schlußresultat. 

Unsere Untersuchungen haben also gezeigt, daß alle 676 Möglichkeiten, $, 
mit 5, und S, zu verbinden, entweder zu Widersprüchen mit den Gleichungen 
(1)—(6) oder zur Trivialität von S, führen. 

Das Schlußresultat unserer Betrachtungen ist sonach folgendes: 

Versucht man, auf Grund der Gesetze (1)—(6), eine Kette aufeinander 

folgender Verknüpfungen zu konstruieren, als deren erstes, bekanntes Glied 
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die Addition auftreten soll, so erscheint als zweites Glied dieser Kette eine Ver- 
knüpfung, die sich von der gewöhnlichen (iterativen) Multiplikation nur darın 
unterscheidet, daß jede Zahl a, mit 1 verknüpft, nicht a selbst als Resultat 
ergibt, sondern ein. bestimmtes Vielfaches von a. 

Hält man als zweites Glied der Kette die gewöhnliche Multiplikation 


jest, so scheitern alle Versuche, auf legalem Wege, d.i. durch die Gleichungen, 


(1)—(6) ein drittes Glied der Kette zu finden. 

Man kann dieses Ergebnis auch so ausdrücken: Eine Arıthmetik, die ıhre 
Verknüpfungen auf der Grundlage der Addition und iterativen Multiplikation 
an Hand von (1)—-(6) aufbauen will, liefert über diese beiden Grundrechnungsarten 
hinaus keine wesentlich neuen (d.ı. nicht-trivalen oder widerspruchsfreien) Ver- 
knüpfungen. 

Wir schließen hieran noch einige Bemerkungen. — Zunächst: Es ist in unseren 
Untersuchungen nichts darüber gesagt, ob sıch bei Zugrundelegung der allge- 
meinen Multiplikation das Bild ändert. So wenig wir das für wahrscheinlich halten, 
so komplizieren sich doch die Untersuchungen durch den Wegfall von k, im be- 
trachteten Grundbereich, da dann Regel Il für « = 2 unbrauchbar wird. — Ferner: 
lüs ist sehr fraglich, ob der negative Abschluß auch dann einträte, wenn von den 
Gleichungen (l)—(6) einige wegfielen. Da es sich aber hier um Analogieschlüsse 
handelt, und (1)—(6) in der Form 1.—6. sicherlich für Addition und ite- 
rative Multiplikation gelten, so müßte man — um ein positives Resultat zu ge- 
winnen entweder die Analogie anders durchführen oder folgenden Weg ein- 
schlagen: Aus axiomatischen Erwägungen wäre zunächst zu entnehmen, welche 
Gleichungen notwendig und hinreichend sınd, um 1.—6. für Addition und 
Multiplikation abzuleiten. Diese Axiome könnten als Grundlage der Analogie 
genommen werden, und auf ihnen weitere Untersuchungen aufgebaut werden. 
Erst dann dürfte das letzte Wort über die Vorzüge und Nachteile der Legalıtät 
gegenüber der Iteration gesprochen sein. 
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Zur Geometrie der Gruppe aller 
Berührungstransformationen der Kugeln. 


Von F. Müller in Dresden. 





Untersucht man die Gruppe der Berührungstransformationen der Kugeln 
geometrisch, so stößt man auf gewisse zweideutige Verwandtschaften der Kugeln, 
die alle Transformationen jener Gruppe aufzubauen gestatten !). Die Mehrdeutig- 
keit dieser fundamentalen Transformationen erschwert aber die Übersicht gerade 
bei den Auflösungsfragen der allgemeinen Transformationen in fundamentale. 
Dieser Schwierigkeit begegnet man, wenn man sich nicht der Notwendigkeit ver- 
schließt, die sich bei der Untersuchung von Berührungstransformationen immer 
einzustellen scheint: der Einführung orientierter Flächenelemente ?).. Dadurch 
zerlegt man jene zweideutigen Verwandtschaften in zwei eindeutige, die innerhalb 
des Kontinuums der sphärischen Kugelkomplexe ®?) dieselbe Rolle spielen wie die 
Transformationen durch reziproke Radien im Felde der nicht orientierten Kugeln. 

Daher stelle ich zunächst die für die folgenden Untersuchungen benötigten 
Eigenschaften der sphärischen Komplexe zusammen; darnach werden alle involu- 
torischen Transformationen dieser Komplexe bestimmt, die Berührungstrans- 
formationen der Kugeln darstellen, und schließlich wird gezeigt, wie sich alle Trans- 
formationen orientierter Kugeln aus solchen Transformationen zusammensetzen 
lassen. 

Zur Behandlung der orientierten Kugeln = Sphären *?) werden wir uns zweier 
Hilfsmittel bedienen: 

1. der Abbildung der Sphären («— a)? + (y— BP”? + — y)”=r auf 
die Punkte (a, ß, y, ir) eines vierdimensionalen Raumes und 

2. der Abbildung derselben Sphären auf die Punkte (a, ß, y,r) eines vier- 
dimensionalen Raumes. Die erste Methode ist ein Seitenstück einer schon von 
Chasles und Möbius benutzten Abbildung der nullteiligen Kreise; ihre Grund- 





1) F. Müller, Synth. Aufbau d. Gruppe d. Berührungstransformationen d. Kugeln, Dresden (1920). 

?) F. Klein, Einleitung in d. höhere Geometrie I, Göttingen (1893); — E. Study, Besprechg. 
von Lie-Scheffers, Geometrie d. Berührungstransformationen, Göttinger gelehrte Anzeigen (1897). 

») Bezeichnung von E. Müller, Die Geom. orientierter Kugeln nach Graßmannschen Methoden, 
Monatsh. Math. Phys. 9 (1898); — s. auch Encyklopädie III AB. 7. 

*) Wo die Orientierung hervorgehoben werden soll, sprechen wir von „Sphären, Plänen, Konen“: 
s. A. Loehrl, Über konforme und äquilonge Transf. im Raum, München (1908). 
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züge findet man bei Klein!) zusammengestellt. Die zweite Abbildung ist eine 
Übertragung der Zyklographie W. Fiedlers. Über eine umfassendere Verallge- 
meinerung hat E. Müller im vergangenen Jahr auf der Leipziger Tagung berichtet ?). 
Wird als die dort benutzte fundamentale Fläche u eine geeignete Fläche zweiter 
Ordnung eingeführt, so erhalten wir gerade die unter 2. definierte Abbildung. 
Beide Abbildungen ordnen den Punkten t, : 5:13 :t, :t, eines vierdimensionalen 
Raumes 7 die Zentralrisse einer im uneigentlichen Raum gelegenen M3 aus den 
betreffenden Punkten auf den Bildraum (ti, = 0) zu. Wählt man nämlich diese 
M?= u als Schnitt der Räume: 2lt,)=e4+L8 H2+U+2=0, 4, =(, 
so erhält man die unter 1. eingeführte ‚„Minimalprojektion“. Ist u dagegen der 
Schnitt der beiden Räume Alt,t) =2 +23 +3 — 4 +2=0,1,=0, so wird 
die „zyklographische Abbildung‘ hervorgerufen. Die so definierten M? sind als 
‚-Flächen möglich, da sie mit it, = 0, t, = 0 den absoluten Kugelkreis gemein haben. 

Die Nebeneinanderbenutzung beider Abbildungen verspricht dieselben An- 
nehmlichkeiten wie die Nebeneinanderbetrachtung von Kugel und einschaligem 
Hyperboloid im dreidimensionalen Punktraum. Diese hat den Vorzug der An- 
schaulichkeit und heuristischen Wert; jene werden wir bei analytischen Unter- 
suchungen in der durch Hinzunahme einer überzähligen Koordinate erweiterten 
Form der hexasphärischen Koordinaten der Punkte eines R, bevorzugen. 


$ 1. Die sphärischen Kugelkomplexe. 
I. Die zyklographische Projektion ordnet jedem Punkte t, :t, :t, :14 :1, 


aus 7 ım Bildraum B die Sphäre um den Punkt (a er B=  i y- 2) und 
l; L; l; 


5 
vom Radius r = . zu. Ein linearer Raum L= Fa;tı = O liefert also als Bilder 
b) 1 
seiner Punkte ©? Sphären, nämlich um jeden Punkt (a, ß, y) eine Sphäre mit 
aa+aß+a3y+ a, 


x ‚ so daß alle Bildsphären den Plan 
4 





dem Radius r = — 


a,% + Ay + A32 +1, — 44 
Ver+ai+as VYataz+taz 
ist, wobei den Wurzeln beide Male das gleiche Zeichen zukommt. Jedem linearen 
Raum in 7 entspricht also in B ein planer Komplex. 
Insbesondere entspricht dem Raum i, = 0 die Gesamtheit der Punkte von B 
als Komplex aller Nullkugeln; überhaupt bilden sich die Räume 1, = const. als 
die Komplexe aller Sphären vom Radius r = const. ab. i, = » liefert den Kom- 


plex aller Ebenen. Fehlt t, in der Gleichung des Raums, so wird p = 5; dem Raum 








—=() unter Winkeln schneiden, für die cos g = 





ist der Komplex aller Kugeln zugeordnet, deren Zentren in einer Ebene liegen. 
Den linearen Tangentialräumen an u entsprechen plane Nullkomplexe (spezielle 
plane Komplexe). 


!) Siehe Anm. 2 auf S. 131. 
®) Jahresberichte D.M.V. 32 (1923), auch D.M.V. 14 (1905). 
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Die Punkte der Schnittebene zweier linearen Räume /, = (0, L,= 0 bilden 
sich ab als ©? Sphären, die zwei Pläne unter Winkeln mit vorgeschriebenen Ko- 
sinuswerten schneiden. Da in dem Büschel Z, + AL, = 0 zwei Tangentialräume 
am u liegen, besteht eine Kongruenz zweier planen Komplexe aus den ©? Sphären, 
die zwei Pläne berühren. 


Besondere Kongruenzen werden gebildet durch alle Sphären von gegebenem 
Radius, deren Zentren in einer Ebene liegen, oder durch alle Sphären, die einen 
Plan längs einer Geraden berühren, oder auch durch alle Sphären, deren Zentren 
auf einer Geraden liegen. 


Die Punkte der Schnittgeraden dreier linearen Räume ergeben in BP die 
ol Sphären, die drei Pläne berühren; sie werden also von einem Konus umhüllt. 


Besondere Fälle: Die Schar konzentrischer Sphären wird umhüllt von einem 
Minimalkegel. Die Schar gleichgroßer Sphären, deren Zentren auf einer Geraden 
liegen, werden von einem orientierten Zylinder umhüllt. Die parabolischen Sphären- 
büschel als Gesamtheiten der Sphären, die einen Plan in einem Punkt berühren, 
sind die Bilder der Geraden in T, die « treflen. 


II. Von den quadratischen Räumen interessieren uns die untereinander 
kongruenten projizierenden Räume 


(tı — at)? + (u — Bu + (— yR— (y rt)? = 0 
der u aus den Punkten a: ß:y:r:i und die damit zentrisch ähnlichen Räume 
(ii — at)? + (a — Pt)’ + (ka — ya — (u— rt? =Ch. 
Erstere wird man als Kegel-, letztere als Hyperboloidräume oder auch, indem yı 
der Metrik von T zugrunde gelegt wird, als T-Kugeln bezeichnen können. Jene 
sind dann die T-Nullkugeln. Jede T-Nullkugel projiziert sich nach B als Gesamt- 
heit der Sphären, die eine Sphäre berühren, die Geraden jeder 7-Kugel daher in 
die «® parabolischen Büschel, deren Punkte auf einer Sphäre (Isogonalsphäre) 
liegen, deren Pläne die dem Mittelpunkt entsprechende Sphäre (Mittelsphäre) 


berühren, so daß alle Bildsphären die Isogonalsphäre unter gleichen Winkeln 
schneiden. Jeder T-Kugel entspricht also in B ein sphärischer Komplex vom 


Radius YC; jeder 7T-Nullkugel ein sphärischer Nullkomplex. 


Insbesondere sei noch hervorgehoben, daß den 7-Kugeln, deren Mittelpunkt 
in B liegt, die Kugelgebüsche von B entsprechen, jeder darunter enthaltenen T- 
Nullkugel also die Gesamtheit der Kugeln durch deren Mittelpunkt. 


III. Die Berührungstransformationen der B-Sphären gehen aus denjenigen 
Punkttransformationen in 7 hervor, für die die Treffgeraden von u und die T-Null- 
kugeln je einen Körper bilden. Dann bilden auch die 7-Kugeln einen Körper für die 
Transformationsgruppe, die nach Liouvilles Theorem aus den konformen Punkt- 
transformationen besteht. Dabei denken wir uns den Winkel y zweier T-Kugeln 
K,=0,K,=0 durch das Doppelverhältnis ö ihrer Mittelpunkte mit den Mittel- 


punkten der im Büschel X, +AK,=0 enthaltenen Nullkugeln als y = > lg ö 


19” 
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projektiv erklärt!). Dann wissen wir aus Lies und Kleins Abhandlung in 
Annalen 5, daß sich die Gruppe aller in Frage stehenden Transformationen des 
T-Raums aufbauen läßt aus den ©! Bewegungen und «! Transformationen 
durch reziproke Radien. Diesen entspricht in B ein Zyklus von konformen 
Punkttransformationen und gewissen involutorischen Transformationen. Diesen 
Satz wollen wir als Spezialfall eines allgemeineren ableiten. 

In den Rechnungen benutzen wir die oben angekündigten hexasphärischen 
Koordinaten; nur legen wir wegen der Symmetrie der Formeln sechs allgemeine 
paarweis orthogonale Komplexe dem Koordinatensystem zugrunde ?). Bei dieser 
Wahl bestimmt sich der Radius og des Komplexes [a;] mit den Koordinaten 
A) :A4g A, a4 :Q,:a, aus der Formel: 

ER Zai 
2 
Gr 
0: 
und der Winkel zweier Komplexe [a;], [dx] aus: 
Za,b; 
Vza yEB 
wobei der Summationszeiger überall von 1 bis 6 läuft und ex die Radien der Koor- 


dinatenkomplexe bedeuten. 2a? = 0 ist also das Kriterium für Nullkomplexe, 


“* _ 0 das für plane Komplexe. 


0k 








cos y= 


$ 2. Die involutorischen Verwandtschaften zwischen Komplexen. 


Die linearen Transformationen der Komplexkoordinaten [u;] ordnen jedem 
sphärischen Komplex wieder einen sphärischen Komplex zu. Beschränkt man sich 
auf die orthogonalen Transformationen, so hält man die Gesamtheit der Null- 
komplexe fest. Da die «15 Transformationen $: 


6 
u; = 2 k,;u; mit orthogonaler Determinante X = |A;;| 


J)- 


dieser Gruppe auch 

Zuiv; 
Vzut Yzv 
invariant lassen, sind sie Berührungstransformationen. 


Prym hat ein allgemeines Verfahren gelehrt ?), alle orthogonalen Deter- 
minanten 6. Grades durch 15 Parameter auszudrücken. Für die geometrische 





co y = 





!) Zwei Komplexe, denen die Punkte a1:ag3:a3:Qa,:Q;, d1:bg:dz:b,:b, entsprechen, schneiden 
— 2a, b) + Y (&a, D)® — %a, a)2(b,) 








sich daher orthogonal, wenn d = 





— 2a, b) F \/ (%a, 5)? — 2a, a)2(b,b) 
Vergl. M. Lagally, Über Flächen mit sphärischen Krümmungslinien, München (1903). 

2) Encyklopädie III AB 7 (25). | 

») F. Prym, Über orthog., invol. u. orthog.-invol. Substitutionen, Abh. Gesellsch. Wissensch. 
Göttingen 38 (1892). 








= — 1, also (a,b) = 0 ist. 
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Interpretation ist aber die Unterscheidung der Fälle, die die ursprüngliche Form 
dieser Methode erfordert, brauchbarer. Es sei % die Determinante der iden- 
tischen Transformation %. Dann zerfallen die Transformationen der Gruppe in: 

I. Cayleysche Transformationen, wenn Ä+J +0, K= +1, 

II. Nicht-Cayleysche Transformationen, wenn K+J=0, K=+1. 
Die unter II. fallenden Transformationen werden durch einen Satz von Cipolla !) 
auf Cayleysche Transformationen reduziert: Ist ® eine nicht-Cayleysche Trans- 
formation n-ter Ordnung und hat die Determinante X + J den Rang n — |, so 
gibt es eine orthogonale Substitution & mit der Determinante: 


a ee 


Em 00 D ‚we=i(r=1,2...»), 








so, daß $, = E# eine Cayleysche Transformation ist; und zwar enthält FE genau / 
Diagonalelemente (— 1)?). 

Die Cayleyschen orthogonalen Determinanten werden erhalten ?), indem 
man mit den Unterdeterminanten a;; einer pseudosymmetrischen Determinante 








1 dıa ww Aıg 
| — ee 
A=| u »|+0 
TR dig ru Aog ... 1 
die Determinante 
, 2a;j 
K = |kal = | TE — du | 


bildet, wobei ö;; Kroneckers Symbol bedeutet. 


Wir bestimmen nun die involutorischen orthogonalen Transformationen. Sie 
sind dadurch ausgezeichnet, daß Ä mit der transponierten Determinante über- 
einstimmt; es ist also k;; = k;. 

.K+J2+0, K= +1. 

A ıst dann so zu wählen, daß die reziproke Determinante |a;,;| symmetrisch 
ausfällt. Zu a; und a,,; gehören daher gleiche Komplemente, nämlich A®a;, bezw. 
A*a;. Andrerseits ist a4; = —.a;,, demnach A = J und K = J. Die Identität 
ıst die einzige Cayleysche Transformation, die involutorisch ist. 

I. K+J=0. 

1. K +J sei vom Rang 5. Dann ist X = — 1). Die nicht verschwindende 
Unterdeterminante 5. Grades sei der Minor zu kg, +1. Wir bestimmen die Cay- 
204; | 2a;; 


leysche Transformation X’ =E,K = | ee ö;;\, woraus folgt X = E,- 1 du 








ı) W. Widder, Über orthog., invol. u. orthog.-invol. Substitutionen, Würzburg (1916). 
®) Die Zeiger der mit (—1) besetzten e, sollen auch E angehängt werden. 

®) z. B. @. Kowalewski, Einführung i. d. Determinantentheorie, Leipzig. 

*) Satz von Cipolla, s. Widder, a. a. O., S. 3. 
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Der Involutionscharakter erfordert ag = — aw (E =1, 2,...5) und u; = a;; 
(i,j=1,2,...5). Als Komplemente in der reziproken Determinante von A er- 
füllen deren Elemente folglich die Bedingungen as = — a; bezw. a; = a; 
({,j +6), während auch a, = —. a, gilt. Mithin ist 

I. 0 0 ds 

| 0 1 0 Ang 

1=| 09 0 1 Age 
— il U Ag: - A 
> 2a; A;6 |!) 

und X = | ö, — oder, d A=a%, +a3, +::: +a, +1, auch 





6 
K = |ö,; — 24;4;! mit der Eigenschaft 242 =1. 
1 


Die Transformation mit dieser Determinante nennen wir Spiegelung Rı am Komplex 
[A;|. Hierzu sind die Transformationen &, mit den Determinanten E, zu zählen; 
E, ist also die Spiegelung am »-ten Koordinatenkomplex. 


Die sich für niedrigeren Rang von K + J ergebenden Transformationen lassen 
sich aus diesen Spiegelungen R aufbauen. 

2. K + J sei vom Rang 4, also Ä = +41. Von 0 verschieden sei die Deter- 
minante, die nach Streichung der beiden letzten Zeilen und Kolonnen übrigbleibt. 
Die Aufeinanderfolge zweier Spiegelungen ergibt R,R, mit der Determinante 
65 — 2 Au Aı; — 2 Ag, As; +4 Au Ag; 2AnAÄs|.- Stehen die Komplexe [Aı] 
und [4s] aufeinander senkrecht, so ist R, R, wieder involutorisch. 

Alle Transformationen R, R, mit orthogonalen Komplexen [Aı:], [A2:] 
gehören zu den nicht-Cayleyschen Transformationen, für die X + J vom Rang 4 
ist. Denn man überzeugt sich durch zweimaliges Rändern leicht, daß X + J ver- 
schwindet, und folgert aus dem sStieltjesschen Theorem ?), daß auch alle Unter- 
determinanten 5. Grades verschwinden. 


Umgekehrt kann jede Transformation $, für die X +J vom Rang 4 ist, 
als Aufeinanderfolge zweier Spieglungen an orthogonalen Komplexen erhalten 
werden. Setzt man nämlich zur Bestimmung von Ay, Az: 
ki = 65; — 2 Au A; — 2 Ag As; und unterwirft die Unbekannten den Bedin- 
gungen 3 Ay As = 0, zZ Al, == 2 Adı = 5 so folgt 


6 
Z(k; +65) Ay =0 (v=1,2;:i=1,2,...6). 
j=1 
Nach Voraussetzung besitzt |k;; + ö,;| den Rang A, also bestimmen (die ersten) 
vier Gleichungen die Verhältnisse der 4,; mit Hilfe zweier Parameter. Die beiden 


Komplexe [4,;] stehen auf vier Komplexen [k;; + ö;] (ü = 1,2,3,4; j =1,2,...6) 
senkrecht. Und zwar dürfen aus dem zu diesem Gebüsch orthogonalen Büschel 


') Vergl. Wedekind, Quadratsummen. Invol. lineare Transf., Festgabe d. techn. Hochschule 
Karlsruhe (1892). A. Voß, Uber orthog. Substitutionen, Annalen 13 (1878). 
2) E. Pascal, Repertorium I, S. 131 (1910). 
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irgend zwei zueinander orthogonaler Komplexe [.41:], [-42:] zur Erzeugung von Ä 
benutzt werden. Denn die Spieglungen R,, R%, an den orthogonalen Komplexen 
[A, Au +%, As] und [u Au + 42 Az] liefern die Determinante 

Ö;j — 2 AuAh; —n 2 Az As;| 2), 

3. K + J besitze den Rang niedriger als 4. Diese Transformationen St können 
wie unter 2. untersucht werden. Sie werden ausnahmslos erhalten durch Aufeın- 
anderfolge von 3, 4, 5 Spieglungen an paarweis orthogonalen Komplexen. 

Ist X + J vom Rang 0, sind also alle ihre Elemente = 0, so wird A = | — Ö;;|. 
Diese Transformation U = €, &,... &, wechselt das Vorzeichen des Komplex- 
radius und soll Umstülpung heißen. Das Produkt der Spieglungen an irgend sechs 
paarweis orthogonalen Komplexen ist stets U. 

Damit ist gezeigt: Die involutorischen Transformationen werden erschöpft 
durch Aufeinanderfolgen von Spieglungen an paarweis orthogonalen Komplexen. 


$ 3. Die Spieglungen an sphärischen Komplexen. 


6 
Die Ruhekomplexe bei den Spieglungen u! = 2 (ö,; — 2 4: 4;)u; folgen aus 


j=1 
den Gleichungen u; =ou/(i =1,2,...6), die miteinander verträglich sind, 
wenn 

(1 — o) 6; — 2 4:4;| = (e— 1)’. (co +1) = 0 

ist. Die erste Wurzel liefert für die Ruhekomplexe [u;] die Bedingung 2 A;u; = 0. 
Jeder Komplex des Gewebes 24,u,;, = 0 bleibt bei der Spieglung in Ruhe. Die 
zweite Wurzel ergibt den Komplex [4;]. Der „Hauptkomplex [4;]" wird durch 
die Spieglung umgestülpt. 

In jedem Büschel, dem [.4;] angehört, entsteht eine involutorische Projek- 
tivität zwischen den Komplexen. Die beiden Nullkomplexe des Büschels werden 
also vertauscht, so daß die Transformation so beschrieben werden kann: Gegeben 
ıst ein (nicht spezielle) Komplex [A;]. Jedem Nullkomplex [u,] wird der zweite 
Nullkomplex des Büschels [u, +4 4;] zugeordnet. Oder auch nach Einführung 
des Gebüschs der zu [4;] und [u;] gleichzeitig orthogonalen Komplexe: Zwei Null- 
komplexe sind einander zugeordnet, wenn alle zu ihnen orthogonalen Komplexe 
auch zu [.4;] orthogonal sind. 

Im zyklographischen Bild wird dadurch auf jedem Durchmesser der „Haupt- 
kugel‘ eine Involution hervorgerufen, deren Fluchtpunkt im Zentrum der Haupt- 
kugel liegt, deren Doppelelemente die Durchstoßpunkte des Durchmessers durch 
die Hauptkugel sind. Daher gilt, wenn r,r’ die Mittelpunktsentfernungen zweier 
gepaarten Punkte, C das Quadrat des Hauptkugelhalbmessers bedeuten, r-r' =C. 
Das zyklographische Bild einer Komplexspiegelung ist also eine Transformation 
durch reziproke Radien bezüglich einer T-Kugel. 





') Allgemein ist R,R,= RrR,,, wenn [T,;], [-4;] dem Büschel [«4,+ 3B,] angehören und 
sich unter dem gleichen Winkel schneiden wie [.4;), [B,]- Wählt man etwa 7, = Y„Ait YPBi SO, 
daß 2T5 =1 ist, so erfüllt 1,= — y,1;+(y, +27, 24,B) B; die Bedingung und ist normiert. 
Dagegen genügt A; = (ya + 2y, ZA,B}) A; — 7,B; der Gleichung RR. = RER 
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Durch die Spieglung am Komplex [_4:] wird somit eine umkehrbar eindeutige 
Zuordnung der Sphären — nämlich der Mittelsphären zweier zugeordneten Null- 
komplexe jedes Büschels, dem die Isogonalsphäre von [.4;] angehört, hervor- 
gerufen. Das Produkt der Tangentialentfernungen zugeordneter Sphären von der 
Mittelsphäre von [4;] gleicht dem Quadrat des Halbmessers von [4;]. 


Da alle Sphären des Komplexes [4;] in Ruhe bleiben, findet man die einer 
Sphäre x zugeordnete Sphäre y als die zweite Sphäre aus dem durch x und die Iso- 
gonalsphäre von [_4;] bestimmten Büschel, die irgendeine die Sphäre x berührende 
Sphäre des Komplexes [.4;] berührt. | 


Konstruktives Interesse haben die Spieglungen, die reellen Sphären wieder 
reelle Sphären zuordnen. Dazu ist nötig, daß die Mittelsphäre und das Quadrat 
des Radius g von [_4;] reell sind. Bei reellem g hat man keine Schwierigkeit, in- 
variante Sphären zu zeichnen, die die Konstruktion zugeordneter Sphären ermög- 
lichen. Ist g® < 0, so beachte man, daß die Ruhesphären, deren Zentren in einer 
Durchmesserebene der Mittelsphäre liegen — als Mittelsphären der Nullkomplexe 
eines Gebüschs — zwei Sphären vom Radius der Mittelsphäre des Hauptkomplexes 
umhüllen, die sich bei der Spieglung vertauschen. 

Da die Spieglung am Komplex [_4;] jeden Durchmesserplan der Isogonal- 
sphäre von [.4;] in diejenige Sphäre des durch ihn bestimmten invarianten Büschels 
überführt, die die Mittelsphäre von [4;] berührt, so erkennt man leicht, daß die 
Spieglungen an Komplexen zusammenfallen mit den im Sinn der Geometrie orien- 
tierter Kugeln zerlegten zweideutigen ‚fundamentalen Transformationen %% 
meiner Dissertation. Indem wir nun — im Rahmen unsrer Voraussetzung 2 42 = 1 
— besondere Annahmen über den Hauptkomplex [4;] der Spieglung zugrunde 
legen, erhalten wir die dort aufgeführten 


besonderen Fälle und Entartungen von Spieglungen: 


1. [A;] sei ein Kugelgebüsch. Die Orientierung wird belanglos; d. h. Sphären 
auf einer Kugel gehen wieder in Sphären einer Kugel über. Die Spieglungen an 
Kugelgebüschen sind also Punkttransformationen und zwar Transformationen 
durch reziproke Radien einschließlich der Spieglungen an Ebenen. 


2. Ist die Isogonalsphäre des Komplexes [.4;] eine Nullkugel, so liefert die 


Spieglung an [.4,] die Transformationen %,, die sich durch besonders einfache 
Konstruktion auszeichnen. Ist die Mittelsphäre des Komplexes [.4;] der reelle 
Stellvertreter seiner Isogonalsphäre, so wird jeder Durchmesserebene der Mittel- 
sphäre ein bestimmter Pol auf ihr zugeordnet. Wir erhalten die ‚einfachen‘ Trans- 
formationen %y- 

Diese Transformationen verlieren aber bei dieser Betrachtungsweise den 
Charakter des Besonderen. Als Ausartungen zählen wir noch die Pläneverwandt- 
schaften auf: 


3. Da der Nullkomplex !) -] als Hauptkomplex einer Spieglung ausscheidet, 


!) Siehe Anm. 3 auf S. 131. 
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kommen hier nur Spieglungen an Komplexen in Frage, zu deren Gewebe der 


Komplex [| gehört, also Spieglungen an planen Komplexen. Sie decken sich mit 
den 3o-Transformationen Laguerres und Scheffers. Besteht der Hauptkomplex 
aus allen Sphären gleichen Halbmessers, so ist die Spieglung eine Dilatation. 
Insbesondere läuft- die Spieglung am Nullkugelnkomplex auf eine Umstülpung 


der Sphären hinaus. 


$ 4. Auflösung der allgemeinen Komplextransformationen % 
in Spieglungen. 


6 
Die durch u; = Zk;,u,; vermittelte Transformation % führt die sechs Kom- 

j=1 
plexe [A] als Koordinatenkomplexe ein. Schrittweise läßt sich diese Trans- 
formation folgendermaßen erreichen. Wir suchen zunächst eine Spieglung R, an 


einem Komplex [4%] derart, daß in der Determinante |A{| von RS = Fı die 


letzte Zeile ky) = Öös; wird. Wegen der Orthogonalität ist dann auch Ki = ö4. 
Nach dem Multiplikationssatz folgt: 


ki) = ky — 2.4/” Eh AN. 
Multiplikation mit As und Summation über i für j = 6 liefert: AWr = une Kos 





RE © 
2 -t ‘% und daraus 
2.4» 


6 


Darnach findet man ähnlich für i=6 verfahrend: 4‘, 





endlich die Koeffizienten der Transformation %;: 


(dis — kis) (Ös; a ka) 
1 — Kos 


Nun wird %, als Produkt einer Spiegelung R, und einer Transformation %; 


ky=k;+ 





dargestellt, und zwar wird für R, der Komplex [4] so gewählt, daß in der Deter- 


minante |k{| von %, die beiden letzten Zeilen (und Kolonnen) durch ö,; besetzt 
sind. Man findet: 


BR kn 
AP= Fr 5j 


ds — Ki) (du, — Kip 
5) und KD= kl „U br (Öi5 )( a HR 
2A; 1 — kzs 








So kann man fortfahren, indem man der Reihe nach %, = N; %3, 
33 = N Tun Ta = RT; setzt und die Spieglungen so wählt, daß immer weitere 
Zeilen der Determinante mit ö,, besetzt werden. Je nachdem % eine eigentliche 
oder uneigentliche Determinante besitzt, ist %,= €, oder %,=f%, mithin 


Ry zn KRZRZR,N,E, bzw. R = KRÄZR,N,. 


Die allgemeinste Komplextransformation kann als Produkt von höchstens sechs 
Spieglungen erhalten werden. Dieser Satz ist das — durch Kleins Ergebnisse in 
Journal für Mathematik. Bd.154. Heft 3. 20 
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Annalen 5 unmittelbar gegebene — Seitenstück zu dem Satz, daß jede Kolli- 
neation einer Kugel im R, im allgemeinen äquivalent ist mit fünf oder sechs 
Hombologien }). 

Da in jedem Büschel ein Orthogonalkugelnkomplex vorhanden ist, so läßt 
sich ?) das Produkt zweier Spieglungen stets auch als Produkt aus einer Punkt- 
transformation und einer Spieglung allgemeiner Art erzeugen. Durch wieder- 
holte Anwendung dieses Schlusses folgt: 


FT RRREÄER, I. bzw. ERKENNT» 
wobei R; Spieglungen an Kugelgebüschen, %, eine Spieglung an einem sphärischen 
Komplex bedeutet. Auf die Sphärentransformationen übergehend dürfen wir 
daher sagen: Die allgemeinste Sphärenverwandtschaft kann als Produkt einer kon- 


formen Punkttransformation und einer involutorischen Berührungstransformation 
der Sphären aufgefaßt werden. 


Ebenso schließt man aus dem Vorhandensein eines planen Komplexes in 
jedem Büschel auf den Satz: Jede Sphärentransformation läßt sich ausführen als 
Zusammensetzung einer äquilongen Plänetransformation und einer involutorischen 
Berührungstransformation der Sphären. 


Diese beiden Sätze zeigen die wiederholt hervorgehobene Dualität zwischen 
der G,, der konformen Punkttransformationen und der G,, der äquilongen Pläne- 
transformation. Das Studium der G,, aller Berührungstransformationen der 
Sphären zerfällt demnach in das Studium jener beiden Untergruppen einerseits 
und der Spieglungen an Komplexen andrerseits. Dieser Weg erscheint für syn- 
thetische Betrachtungen durchaus zweckmäßig. 


$ 5. Die allgemeinen Verwandtschaften %. 


Die Theorie der allgemeinen Komplexverwandtschaften wird ganz analog 
wie für Kollineationen einer M3 im A, entwickelt. Unter Hinweis auf sSegres 
Encyklopädieartikel können wir uns daher auf die nötigsten Angaben be- 
schränken. 


Die Komplexe jedes Gebietes n‘“ Stufe gehen in die Komplexe eines 
Gebietes gleicher Stufe über. Aus der Invarıanz des Doppelverhältnisses folgt, 
daß durch 7 Paare entsprechender Komplexe allgemeiner Lage eine Komplexen- 
transformation vollständig bestimmt ist. Bleiben 7 Komplexe invariant, so 
bleiben alle Komplexe in Ruhe. 

Im ellgemeinen bleiben, entsprechend den Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung | k;— 0ö,;| = 0, 6 Komplexe erhalten. Nach deren Lagerung kann 
man eine Klassifikation der Transformationen durchführen. Es scheiden sich 
sofort die eigentlichen von den uneigentlichen Transformationen. 


Ist nämlich |%A,;| = —1, so unterscheidet man bekanntlich ?) zwischen 


ı) Siehe etwa A. Voß, Über orthogonale Substitutionen, Annalen 13 (1878). 
2) Siehe Anm. 1 auf S. 137. — ®) Siehe Anm. 1 auf S. 136. 
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den ausgezeichneten Wurzeln o = + 1 und den nicht ausgezeichneten Wurzel- 
werten. Die ersteren sind stets — eventuell in ungerader Vielfachheit — vor- 
handen und liefern invariante allgemeine Komplexe; die anderen Werte sind 
paarweis reziprok und liefern invariante Nullkomplexe. Je zwei Ruhekomplexe, 
die nicht zu reziproken Wurzeln gehören, sind zueinander orthogonal. Die in- 
varianten Nullkomplexe gehören also dem Gebüsch an, in dem sich die durch 
die allgemeinen Komplexe bestimmten Gewebe schneiden. Sind alle Wurzeln o 
verschieden, so erhält man die Konfiguration, die A. Loewy!) durch Vermitt- 
lung der Lieschen Transformation aus der Liniengeometrie herleitet. 


Ist dagegen |k,;| = +1, so werden im allgemeinen durch drei Paar rezi- 
proker Wurzeln 6 invariante Nullkomplexe geliefert. Ihre Mittelsphären berühren 
sich zu je fünf. 

In Ruhe bleiben auch die aus den invarianten Komplexen ableitbaren Kom- 
plexengebiete. Insbesondere kann man stets 6 invariante Komplexgewebe finden. 
Sie bilden — in der Terminologie Schoutes — ein invariantes Simplex, dessen 
Wände z. T. zusammenfallen können. Nach dessen Gestaltung ist die Aufzählung 
aller Transformationen möglich. Wir dürfen darauf verzichten, da die beiden 
Arbeiten von Voß ın Annalen 10 und 13 die Charakteristiken der möglichen Fälle 
zu entnehmen gestatten. | 

Da die Wände des invarianten Simplex die Polaren der Ecken in bezug 
auf das quadratische Gewebe aller Nullkomplexe sind und die Koeffizienten der 
linearen Komplexgewebe kontragredient mit den Komplexkoordinaten trans- 
formiert werden, so multiplizieren sich die Polarformen je zweier Ruhekomplexe, 
die durch reziproke Wurzeln der charakteristischen Gleichung sich ergeben, mit 
reziproken Konstanten. Daher sind auch alle homogenen Funktionen der Pro- 
dukte aus den Polarformen je zweier solchen Ruhekomplexe Invarianten der Trans- 
formation. 

Die Spieglungen an sphärischen Komplexen haben die Charakteristik 
[(11111)1]. Nimmt man also den Hauptkomplex einer Spieglung und fünf paar- 
weis orthogonale Komplexe des durch ihn bestimmten Gewebes zu Koordinaten- 
komplexen, so stellen alle homogenen Funktionen ® (a?,x3,...x2) Invarianten für 
die Spieglung an irgendeinem der Koordinatenkomplexe dar. Daher sind auch die 
Brennflächen der Kongruenzen ® = 0, 2 — 222 = (0 symmetrisch in bezug auf 
jeden der Koordinatenkomplexe. 

Ist ® eine Funktion n-ten Grades, so ist das Gebiet ®= 0, 2= (0 von An-ter 
Ordnung. Jede Dupinsche Zyklide, die durch Sphären eines Koordinaten- 
komplexes erzeugt wird, enthält somit An Nullkomplexe des Gewebes ® = (. 
Die Spieglung, die diesen Koordinatenkomplex in den Komplex aller Nullkugeln 
transformiert, verwandelt die in ihm enthaltenen Dupinschen Zykliden in Kreise 
bzw. Gerade. Die Brennmäntel einer Kongruenz ® =0,2=0 können daher 
durch Spieglung aus Flächen von der Ordnung An erhalten werden, die von jedem 


1) A. Loewy, Über d. Transf. einer quadrat. Form in sich selbst. Nova acta d. Deutschen 
Akad. d. Naturforscher 65 (1895). , 


20* 
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Kreis in An Punkten getroffen werden. Für ®= 2k,a? ergeben sich mithin die 
Brennflächen durch Spieglung von Zykliden. 

Die Mittelpunkte der doppeltberührenden Sphären des Hauptkomplexes der 
Spieglung erfüllen eine Fläche M. In der Umgebung jedes Punktes kann M durch 
den Tangentialplan ersetzt werden. Die Sphären des Hauptkomplexes, deren 
Mittelpunkte jener Umgebung angehören, liegen daher in dem ebenen Gebüsch 
der Sphären, die zwei mit der Mittelsphäre des Hauptkomplexes kongruente und 
in bezug auf ihn symmetrische Sphären berühren. Die Mittelpunkte dieser 
Hilfssphären sind also invers bezüglich einer Kugel vom Radius des Hauptkom- 
plexes. Die Brennflächen sind daher Parallelflächen zu anallagmatischen Flächen. 








E 
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Über den zweiten Ergänzungssatz 
zum Reziprozitätsgesetz der Z-ten Potenzreste im Körper %; 
der Z-ten Einheitswurzeln und in Oberkörpern von %.. 


Von E. Artin in Hamburg und H. Hasse in Kiel !!). 


In dieser Arbeit werden für den zweiten Ergänzungssatz zum allgemeinen 
Reziprozitätsgesetz für die /-ten Potenzreste im Körper k; der /-ten Einheits- 
wurzeln analoge Überlegungen durchgeführt, wie in einer vorangehenden Arbeit 
von H. Hasse?) für das allgemeine Reziprozitätsgesetz selbst. Die Ergebnisse 
werden alsdann auf beliebige Oberkörper von k; übertragen. 

Sei / eine ungerade Primzahl, £ eine primitive /-te Einheitswurzel, k; der 
durch £ bestimmte Kreiskörper, A=1—£ und I! = (A) der Primteiler von / in 
kı. Der zweite Ergänzungssatz zum Reziprozitätsgesetz der !-ten Potenzreste 


in %k; hat dann die Potenzrestsymbole (2) und (>) zu bestimmen, wo a irgend- 


eine zu Z prime Zahl aus k; ist. Wegen 


— =) 
) rn (2) i en = (> ; a1 1 mod.| 
darf ohne Beschränkung a=1 mod.! vorausgesetzt werden. Ist dann 
a=(1— 4)... A— A)tay (W); (ci mod. !) 
die Darstellung von «a durch das Fundamentalsystem 1— A"; (i =1,2,...,1) 
für die multiplikative Darstellung in k; (l), so gilt bekanntlich für das Potenz- 


restsymbol (+) die Fö@rmel ?) 
4.) (2) = 1, 


Hierin ist der Exponent c, als explizite Funktion von a darzustellen. Diese Auf- 
gabe läßt sich ähnlich wie in der vorstehenden Arbeit durch Einführung der 
Logarithmen für den Bereich von [ lösen und führt zu folgendem Ergebnis: 








1) Die Ergebnisse dieser Arbeit sind im Sommer 1923 in einem Briefwechsel und mündlichen 
Besprechungen zwischen den beiden Verfassern entstanden. Ausarbeitung und Darstellung übernahm 
der jüngere von ihnen. 

2) „Über das allgemeine Reziprozitätsgesetz der l-ten Potenzreste im Körper k; der I-ten 
Einheitswurzeln und in Oberkörpern von k;“, ds. Journ. Bd. 154, S. 96ff., im folgenden zitiert mit R. 

®) Siehe schon bei Eisenstein, ds. Journ. Bd. 39, S. 357, (10.), außerdem Takagi, On the Law 
of Reciprocity in the Cyclotomie Corpus, S. 178, Proc. Phys.-math. Soc. Jap., Ser. 3, Vol. 4, 1922. 
(Vergl. R., S. 97, Anm. 4.) 
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Satz 1. Für beliebige zu | prime a aus k; gilt: 


speziell für a=1 mod. !: 





In ähnlicher Weise soll auch ‚die Formel für (£) entwickelt werden. Der 


Wert dieses Symbols ist, wenn a=1 mod. | durch die Takagische Basis ?) | 
% +. ., % in der Form 

a= x... (VD; (e, mod. /) 
dargestellt ist: 


(2) (=: 9. 


Hier wird sich ergeben: 
Satz 2. Für beliebige zu l prime a aus k; gült: 


=: 
(2)=27 s(") 


Beide Sätze lassen sich dann in folgender Form auf beliebige Oberkörper k von k; 


übertragen: 
Satz 3. Für beliebige A = zu | primer, rationaler Zahl mod. |?) aus K gilt: 


DE) DEN), 


speziell für A=1 mod.!: 
CA tr (i ei) 


Es sei hervorgehoben, daß Satz 1 und 2 zwar di@® feinstmögliche Formu- 
lierung des zweiten Ergänzungssatzes in k; darstellen, Satz 3 hingegen noch 
nicht der allgemeinste Ergänzungssatz in Ä ist, weil ja in Ä der Primteiler I 
von k: noch weiter zerfallen kann, und dann noch die Potenzrestsymbole auszu- 
drücken bleiben, deren Zähler einen Primfaktor von | nur einmal enthält. Auch 
muß dann die Kongruenzbedingung mod. ! für 4 noch durch eine weniger ein- 
schränkende ersetzt werden. | 

Für die Beweise von Satz 1—3 genügt es auf Grund obiger Bemerkung 4 
BADEN, sich auf die speziellen Fälle «a bzw. 4 == 1 mod. | zu beschränken. 





speziell für a=1 mod. |: 











2), Siehe Anm. 1 S.105 in R. | 
2?) Siehe Takagi, a. a. O., S. 174, außerdem R., S. 97 u. 
3) Siehe Takagi, a. a. O., S. 179. 

*) [ bezeichnet nach wie vor den Primteiler [= (4)=(1— L) von kr, dagegen S jetzt die h 
Spur in K. ; 
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Beweis von Satz 1. 
Sei irgendein a=1 mod.| aus k, gegeben und 
a = (1 — I)" ...(1 — At ag (U); (c; mod. !) 
seine Darstellung durch das Fundamentalsystem (1 — 4); (( =1,2,...,/) von 
k.(l). Um c, durch a auszudrücken, bilden wir 


l i—1 
loga = E&c,log(1 — A) +lloega,= 3 „log (1 — A") mod. +1, 
n=1 n=1 


weil log a,, wie jeder Logarithmus einer Einseinheit von k, (l), durch I? teilbar ist. 
Durch Entwicklung der Logarithmen rechts folgt unter Anwendung des Hilfs- 
satzes 1 aus R.: 


i—1 av Z 
log a = — > 2 - mod. !+1, 
n=1 v=1 s 


Um eine Entwicklung nach Potenzen von A mit für den Bereich von /! ganzen ratio- 
‚nalen Koeffizienten zu erhalten, führen wir für das einzige noch nicht so beschaffene 


ı 
Glied .d die Entwicklung 


I 
Zi yı 22 »- 1 . 
= Me .. -H +1 
Mu ie Dat A > ne 
ein, die sich mittels des angegebenen Hilfssatzes unmittelbar aus der Relation 
0 =logö =log(1 — A) = — Z - (l) 
ergibt. Dann wird 
I i—ı 2m i—ı Jr I 1—1 an 
loge=— 2. 2 — +cu. 2—-=— 22 —mod.lt!, 
n=1 v1 v; v=1 v n=2 v-=l y 


und das liefert eine Entwicklung der Form: 
loga=b,4?+---+b,A!mod. +1 
mit für den Bereich von / ganzen rationalen 5;, in der speziell 


b= — 1; 
ist. Der Koeffizient db, = — cı dieser Entwicklung läßt sich nun durch Spurbildung 
bestimmen. Aus den Ber 
ö i—1 £ i 1-1 
SsM)= ZM—LY= E Et, Yen = 2-0 “aM zZ in=1; 
(1<ı<l—i) 
Ssa)= 2, (- 1° (,, )\ x on t— le 0 


folgt en. 
S(loga)=l(b, +: -- +b,_- 1) mod. l’+!, also mod. /? 


s(“8 )=Ub o+'':+b-ı + bi) mod. l’, also mod. /? 
und somit durch Subtraktion und Division durch !: 
1 „rlog a Ed 7 En 
7 s(- ze log a) = 7 s—+) = b; — mod. !. 


Damit ist nach (1.) Satz 1 bewiesen. 
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Beweis von Satz 2. 
I Eu. 
Um (-) auszudrücken, gehen wir nicht von dem Takagischen Ergebnis (2.) 


aus, sondern transformieren unser in Satz 1 erhaltenes Resultat für (2) Hierzu 


zerlegen wir 
=(1— LI) 1 —2)... 1 —EI)= AA... Ah, (Ah mA). 
Dann wird für a=1 mod.| 


=, =." TE 


„3: 





weil natürlich Satz 1 auch gilt, wenn Z durch £* und A durch A, ersetzt wird. 
Wegen loga=0 mod. !? ist also nur noch 

i—1 uc# 

n=11—$” 

nach dem Modul [!-? auszurechnen, da hierdurch die Spur mod. l’, also mod. /? 
bestimmt ist, und um Satz 2 zu beweisen, muß 


237= 











= er) mod. !-2 
nachgewiesen werden. 
Nun ist 
d 1 d (1 — r)!-1 
stil (dar)| - fi - _ d—4)log i— 2) 
zul Bam z=( ie | R g7 (1 — x") I £ : 
I } [ 
= log e(X) E (—1) IE 
—— a l C i—2 
= rn log u. mod. 2, 
wobei die rationale Funktion e(x) aus der Einheit 
(1 — ty-1 zı-1 jı—1 








a we er Wu > er a 
von k, entsteht, wenn in der ersten Darstellung £ durch die Variable x ersetzt wird. 


Die Funktion 


i—1 
BEN 


ir) (1— 1 
ist eine ganze rationale Funktion von x, deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen 


= g(x) 





sind, in denen keine Potenz von / als gemeinsamer Teiler aufgeht, da ja :(ö =g(l) 


eine Einheit von k; ist. g(x) ist ferner prim zu der irreduziblen Funktion 
—1 


ER RIA zer, 


weil sonst g(£) = 0 wäre. Ist nun e,(z) irgendeine ganze rationale Funktion von x 








a BP EEE TEE 
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mit für den Bereich von ! ganzen Koeffizienten, für die 


&(£) = Eeld) = E 


ist, so ist bekanntlich 
1 
&(2) = &(2) + plz) fir) = + Pla) fr) 
(2) 
mit einer rationalen, mod. f(x) ganzen Funktion (x), die wegen der Ganzheit 
von &,(2) in der Form 


mit ganz-rationalem k(x) geschrieben werden kann. Es ist also dann 


&(2) g(2) =1 + hie) f(x), 
und da g,(x)g(x) nach Annahme für den Bereich von / ganze Koeffizienten hat, 
muß dasselbe nach dem Gaußschen Satze auch für h(x) gelten, so daß A(£) eine 
für den Bereich von [ ganze Zahl von k, wird. 
Durch Differentiation folgt dann aus 


e1(a) = etz) +0) fa) 
’ h(x) „ h‘(x) g(&) — h(x) g'(x) 
&1(X) e ( tr 5) (2) + u ge) (x), 
also 
N, an KB: 
a) = ++ 
wo y= Ra —= eh(f) eine für den Bereich von | ganze Zahl von k; ist. Somit wird 
a eilö) = Ee({) mod. 1%, 
und daher 
df _ al) _Eld) _ ET et: ’ 
I |108 «a)|_- u I10g e(z)|_ ‚mod. , 


Zur Bestimmung der rechten Seite dieser Kongruenz mod. [’-? dürfen wir also die 
Darstellung e = e(£) durch irgendeine andere e = e,(Ö) mit den oben genannten 
Eigenschaften ersetzen. Eine solche entspringt nun aus der a. S. 145 benutzten 
Kongruenz 





u / ).-2 . 
€e = ] u: Trank >> mod. [!. 
Denn hiernach ist 
TB. EEE 
Ges u = ae 


wo y=yl(i) =a,+a&8-+ + a-a{'”?eine für den Bereich von | ganze Zahl 
von k, ist, also a,, - . ., a2 für den Bereich von / ganze rationale Zahlen sind, sodaß 


1—x 1 _. gy-t 
ala) = 1 ZT + le) 


eine ganze rationale Funktion von x mit für den Bereich von / ganzen rationalen 


Koeffizienten ist, für die &,(ö) = e ist. Daher folgt nach obigem 
Journal für Mathematik. Bd. 154. Heft 3. 21 
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=- Gr Fr FT (9) mod. 1-2 


ip za daR iR 

_s 14 ee er i—3 E i—?2 
SE IP EL 2 

Rn “ 1 a0 fee: „zu ) Fr Bu a mod. | ‚„ W.Z b. w 


Beweis von Satz 3. 


Dieser Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem Teile a) des Hilfssatzes 2 
aus R. Bezeichne 
5 die Spur in k, 
5 ” ” ” K 
$ ,„ Relativspur von K nach k, 
n „ Relativnorım „ „ » » 


und wie bisher [ = (A) = (1 —£) den Primteiler von / in k.. Dann ist für ein 
AZ=N1 mod. aus K stets n(4)=1mod.![ und nach jenem Hilfssatz 


OBERE er) _ 


2 
und ebenso 





2 Par ta sr PR PR ea Sa 2 A) 


={ 





] ] ser) log A 
IN, 


weil, wie in R. a. S. 109 gezeigt wurde, 


log n(A) = s(log A) (I) 
gilt. 


rom ya En" nee 
5 
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Ein neuer Zusammenhang zwischen den Trigonometrien 
der beiden nichteuklidischen Ebenen. 
Von E. Roeser in Bottrop. 


In der hyperbolischen und der sphärisch-elliptischen Geometrie unterscheidet 
sich die Winkelsumme des Dreiecks um einen gewissen von der Größe der Seiten 
abhängigen Betrag + e.e Kann man diese gemeinsame Eigenschaft benützen, 
um eine Beziehung zwischen den Formelsystem beider Figuren herzustellen ? 

Man denke sich in den beiden Ebenen 
zwei rechtwinklige Dreiecke mit den 
Katheten a und a,. Dreht man die 








a ra TE 

1 E Hypotenuse bis ın die ın den Figuren 
angedeutete Grenzlage, so entsteht 
ie vg. 3. erstens ein Dreieck mit einer unend- 


lich fernen Ecke und dem Winkel O0, zweitens ein Dreieck mit zwei rechten 
Winkeln. a und a, seien so bestimmt, daß die beiden Dreiecke in ihrer Winkel- 
summe dieselbe Abweichung e von z zeigen. 

Nach der bekannten Beziehung zwischen Lot und Parallelwinkel ıst, da 


7E 
a 7 Ee = J' 
1. sina=c8E = —. 
ch a 
Im zweiten aber ist einfach a, = e. 
2. c08 E = 008 A. 


Da in beiden Geometrien e dieselbe Bedeutung zukommt, nur mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen, so werden die Dreiecksformeln ineinander übergehen, wenn 


1 ar. h 
man in den sphärischen Formeln cos a, ersetzt durch Ye Dabei ıst allerdings 


noch die Lage von e in den beiden Dreiecken in Betracht zu ziehen. & ist im 
zweiten Dreieck der a gegenüberliegende Winkel, im ersten der Winkel, dessen 
Komplementwinkel a anliegt. Daher ist in den Formeln noch cos u durch sin A 
usw. zu ersetzen, wenn u und A die Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks sind, 
die den Seiten b und a gegenüberliegen. Es ist also zu ersetzen: 


cos a, durch = also: 


3, tg an „ sha 
sina, „tha, 
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Dann geht über: [Indices fortgelassen] 








ER, LE WPERIEBR. \.. 
sh c tg c 
4 BER EIE...-. FERNER... 
the ” sin c 
(1-54 2. ot = 
cosA=cha-sin „ in sin u een 
cos a 


che=cha-chb ,„ cosc=cosacosb 
che = cot u-cot},, cosc = cot A - cot u. 


Aus 1 und 2 folgt: 


>. Gh, Ze 
Die zur sphärischen Strecke a, gehörende hyperbolische a läßt sich konstruieren. 

Man bringe eine Kugel mit dem Radius 1 und 
eine Pseudosphäre, deren Kantenkreis mit dem Groß- 
kreis der Kugel zusammenfällt (Figur!) zum Schnitt 
mit der euklidischen Ebene. 

Auf der Kugel gemessen ist AB =.a,, also die 
Projektion von B auf MA gleich cosa,. Errichtet 
man in der euklidischen Ebene in B das Lot auf MB, 
so ist MC nach Gleichung 5. gleich cha, also CB 
=shaund MD gleich cha— sha =e-*. Das Lot auf 
MA ım Punkte D trifit die geodätische Linie der 

Fig. 3. Pseudosphäre im Punkte E. Dann ist die pseudo- 
sphärische oder hyperbolische Strecke AE = a. 


























Das rechtwinklige Fünfeck der hyperbolischen Ebene 
und die Engel- Napiersche Regel. 
Von E. Roeser in Bottrop. 


Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck mit den Seiten a,b, c und den Winkeln 
A und u, ferner ein Spitzeck, das mit ihm in den Stücken a und 5 übereinstimmt 
(Figur). Man kann sich dann das Spitzeck so entstanden 











= denken, daß die Seite c sich beständig um die Ecke A dreht, 
d, 7 bis A in A, übergeht und a und c, die gemeinsame Senk- 
rechte d, haben, deren Funktionen nun in den Formeln an 
y7 a die Stelle der Funktionen von u treten. In welcher Weise, 
Fig. 1. zeigt die Gegenüberstellung einiger Gleichungen. 
Dreieck. Spitzeck. 
1. cos A a 1. cos}, =thb-the, 
2. cosu =chb-sın A 2. chd, = chb - sın 4.. 


Hieraus folgt, daß auch diejenigen Seiten, die bei der Drehung von c unendlich 
lang werden, um dann wieder abzunehmen, ihre Funktionen ändern; diese Seiten 
sind a und c. Unverändert bleiben nur die Funktionen von 5b und 4}. 


Es ist zu ersetzen: 





th c durch y folglich: 


3. che „ -+ishe, und 
hc „ tichce. 


Und die andere Gruppe, die sich aus 2. ergibt: 


cos u durch chd, 
4. inu „ + ishd, 
tg u »„ tz ithd. 
In der Tat gehen dann alle Gleichungen des Dreiecks in die des Spitzecks über. 
Das Imaginäre hebt sich stets heraus. 

Es soll jetzt der Winkel A auf dieselbe Weise behandelt werden wie u; die 
Senkrechte, die A ersetzt, heiße e,. Dann wird aus dem Spitzeck ein Fünfeck mit 
> rechten Winkeln. Man kann vom Dreieck direkt zum Fünfeck kommen, wenn 
man bedenkt, daß jede Seite, deren Funktion zweimal verändert werden muß, 
wie c, wieder die ursprüngliche Funktion annimmt, denn eine zweimalige Um- 
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änderung 3. ergibt das Ursprüngliche. Die Seiten a und 5b dagegen stoßen an 
den rechten Winkel und werden einmal verändert. Ebenso die Winkel u und 4. 
[Striche fortgelassen ] 


So folgt: | 
Dreieck geht über in Fünfeck: 
| - sha ch a 
M sind = 77 . 1. ne 
th a 1 
2. tg A — shb „ 2. beim Korea 
3. che = cot ucot . 3. che=cthe-cthd 
4.che =cha:chb . 4.che =sha-shb 
5. cosua =chb-sinÄ u 5.chd =shb she 
6. cosA = chhasin u r 6. che=sha-shd 
th a 
7. 008 u = n- . 7.che=cthb-cthc 
8. PER, 3 wi 8. chd =ctha-cthc 
th c 
sh 5 ch b 
9, u. 7 „ 9, shd= 
th b cth b 
10. tg u u 7 „ 10. thda= 


q 
Fig. 2. 


Also gilt der Satz: 


Im rechtwinkligen Fünfeck ist der hyperbolische Kosinus einer Seite 
gleich dem Produkt der Cotangenten der anliegenden und gleich dem Pro- 
dukt des Sinus der getrennt liegenden Seiten. 


Das ist aber dieselbe Beziehung wie bei der Neperschen Regel, bloß daß 
die Stücke hier tatsächlich in einer Figur vereinigt sind. 
Läßt man alle Seiten gleich a werden, so ergeben sich diebeiden Gleichungen: 
cha = cth?a und 
cha = sh?a, die aber identisch werden, wenn man die erste durch 
ch®?a dividiert. 
Für a ergibt sich natürlich dieselbe Größe, die man auch aus dem regulären, 
dem Kreis einbeschriebenen Fünfeck mit rechten Winkeln erhält. 
Geht man statt vom rechtwinkligen Dreieck vom schiefwinkligen aus, indem 
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man wieder sozusagen die Ecken abschneidet, so folgen Beziehungen für das 

rechtwinklige Sechseck. Sind a,b,c die Seiten A, «u, » die Winkel, aus denen 

die Lote A, u, » werden, so folgt aus dem Sinussatz z. B.: 
sha:shb:she=shi:shu:sh»r. 

Nach Abschluß dieses Aufsatzes erhielt ich Kenntnis von einer Arbeit des 
Herrn 5. Mukhopadyaya aus Calcutta, Bulletin Calcutta Mathematical Society, 
Vol. XIII, No.4, 1923, wo die komplementären rechtwinkligen Fünfecke aufge- 
stellt werden. Die Betrachtungsweise ist rein geometrisch. Inzwischen sind die 
Gleichungen des Fünfecks, nebst einem Satz, der sie in Beziehung setzt zum zu- 
geordneten Dreieck, noch auf anderem Wege unter Vermeidung des Imaginären 
vom Verfasser abgeleitet worden. Es ergibt sich der Satz: 

Jede Seite eines rechtwinkligen Fünfecks ist zugleich Hypotenuse eines 
rechtwinkligen Dreiecks, dessen Katheten die komplementären Strecken der 
anliegenden Fünfecksseiten und dessen Winkel die Parallelwinkel der gegenüber- 
liegenden Fünfecksseiten sınd. Daraus folgt sofort die Kette der zugeordneten 
Dreiecke. 














Über Reihenentwicklung analytischer Funktionen. 
Von R. König und M. Krafft in Münster ı. W. 





Die Taylorentwicklung einer in der Umgebung einer Stelle d regulären ana- 
Iytischen Funktion f(z) entspringt durch Verknüpfung der Integraldarstellung 


der Funktion mit der Entwicklung von u nach Potenzen vont = 3—.d. Wählt 


man statt z— d eine allgemeine Ortsuniformisierende ? der Stelle d, so erhält man 
eine neue Entwicklung. Diese gilt im Innern ® einer Niveaukurve der durch 
t = 1(z) vermittelten konformen Abbildung. Daneben tritt für die im Komplementär- 
gebiet ® von ® regulären Funktionen eine zweite Entwicklung, die nach rationalen 
Funktionen fortschreitet. Von Herrn Faber ıst der Gegenstand in mehreren Ar- 
beiten !) behandelt und seitdem in die Literatur ?) übergegangen. Der Zusammen- 
hang zwischen beiden Entwicklungen wurde von dem einen von uns in seiner 
Dissertation ?) festgestellt. 

Geht man mit der Absicht einer systematischen Begründung der Funktionen- 
theorie an den Gegenstand heran, so kommt man zu folgenden Ergebnissen: In 
der Klasse der rationalen Funktionen zeichnen sich als einfachste die sog. Ele- 
mentarfunktionen ($ 2) aus, denen völlig gleichberechtigt dual die Elementar- 
differentiale ($ 3) zur Seite treten. 

In die Definition beider geht die zur Polstelle gehörige Ortsuniformisierende 
wesentlich ein. Wird diese Uniformisierende geändert, so werden die neuen Ele- 
mentarfunktionen und Elementardifierentiale lineare Kombinationen der alten 
($ 2, (8), (8°), $ 3, (15)). 

Die wichtigste Bildung der Theorie ist ($ 4) die Elementarfunktion £(z, x) 
von zwei Veränderlichen (dem Argument z und dem Parameter x), neben die dual 
gleichberechtigt das Elementardifferential d F(x,z) von zwei Veränderlichen tritt. 
Für diese gelten dann die beiden Entwicklungssätze (E Th bzw. E Th), die Verall- 


gemeinerungen der geometrischen Reihe für Se: . Die Gültigkeit der Entwick- 


- 


ı) @. Faber, Über Reihenentwicklungen analytischer Funktionen, Dissertation, München 1903. 
Über polynomische Entwicklungen, Mathem. Ann. 57 (1903) (3. Abschnitt der Diss.), Verallge- 
meinerungen in späteren Arbeiten. 

2) Montel, Legons sur les series des polynomes & une variable complexe, Paris 1910. 

®) M. Krafft, Zur Theorie der Faberschen Polynome und ihrer zugeordneten Funktionen, 
Marburg 1915, Seite 41, Satz VIll. 
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lungssätze für beliebige Entwicklungsstellen und allgemeine Ortsuniformisierende 
wird in $ 5 betrachtet. 

Es sei nun /(z) wie oben eine in ® reguläre analytische Funktion (die also 
auch „‚klassenfremd‘, d. h. hier: nichtrational, sein kann). Durch Verknüpfung 
des Z Th mit der Integraldarstellung ($ 6) entspringt hieraus eine nach Potenzen 
der Ortsuniformisierenden fortschreitende in ® gültige Reihe (I.) für /(z). Eine 
ebensolche Reihe (I) ergibt sich für die in B regulären Differentiale g(x)d«. 

Für in ® reguläre Funktionen und Differentiale ergibt sich analog eine nach 
Klassenfunktionen bzw. Klassendifferentialen fortschreitende Reihe (II) bzw. (IT). 
Unter (II) sind speziell die Faberschen Polynomreihen enthalten, die T’aylorreihe 
ist Spezialfall sowohl von (I) wie von (II). 

In $ 8 wird gezeigt, wie sich die Reihen (I) zur Summation divergenter 
Reihen verwenden lassen. Es ordnen sich hier Entwicklungen von Perron !) natur- 
gemäß ein. 

Die duale Gegenüberstellung von Funktionen und Differentialen wird von 
größerer Bedeutung, wenn ‘man von den rationalen Funktionen zu Klassen alge- 
braischer oder noch allgemeinerer Funktionen aufsteigt ?). Dort steht jedem Satz 
über Funktionen ein solcher über Differentiale, aber nicht derselben sondern der 
sogen. komplementären Klasse, gegenüber. Die Ausdehnung hierauf bleibt späteren 
Arbeiten vorbehalten. 


S 1. Bezeichnungen. 


Im folgenden bezeichne stets z die Variable, t die Ortsuniformisierende der 
betrachteten Stelle. Kommen zwei Variable vor, so heiße die zweite x, die zugehörige 
Uniformisierende r. 

Verschiedene zur gleichen Stelle gehörige Ortsuniformisierende mögen mit 
t,t*.1**,... bezeichnet werden, zu verschiedenen Stellen gehörige Uniformi- 
sierende erhalten untere Indizes. Beschränken wir z auf die Umgebung einer Stelle d, 
betrachten wir also nur Funktionselemente mit dem Mittelpunkt d, so schreiben 
wir z, statt 2°). 

Für die schlichte Vollkugel ist die einfachste Ortsuniformisierende einer 
endlichen Stelle d bzw. der unendlich fernen Stelle p_ gegeben durch 


z—d=1t bei Dd, 
(1) = 5 bei p.. 


Diese Uniformisierende wollen wir die „gewöhnliche“ nennen. Die allgemeinste 
Uniformisierende ist, wenn ®(t) eine Potenzreihe bedeutet, für die B(0) + 0 ist, 
gegeben durch 
z3—d=t- Bl) bei d, 
Be. eh t- Bit) bei p,- 


4 





ı) O. Perron: Über eine Verallgemeinerung der Eulerschen Reihentransformation, Mathem. 
Zeitschrift 18 (1913) $$ 2—4. 
®) R. König: Die Reduktions- und Reziprozitätstheoreme bei den Riemannschen Transzen- 


denten. Math. Annalen 79 (1918) und die dort angegebene Literatur. 
d 


®) Abweichend von der bei R. König a. a. O. gebrauchten Weierstraßschen Bezeichnung z.. 
Journal für Mathematik. Bd. 154. Heft 3, 22 














156 König und Krafft, Reihenentwicklung analytischer Funktionen. 


Es ist keine wesentliche Einschränkung, wenn wir in (2) stets voraussetzen 
(2') R(0) = 1. 
Unter einer Umgebung von d(p,) verstehen wir hier einen d(p,) im Innern 
enthaltenden Bereich, der durch die Uniformisierende auf einen schlichten Kreis 


lt! < ce abgebildet wird. Statt die Uniformisierende von d zu geben, können wir eine 
Umgebung von d vorschreiben. Durch diese ist dann i bestimmt. 

Wir beschränken uns hier auf die Klasse der rationalen Funktionen, werden 
aber die Beweise so einrichten, daß sie mit geringfügigen Änderungen für allge- 
meinere Klassen Gültigkeit haben. Im rationalen Fall könnte man natürlich das 
meiste direkt viel einfacher beweisen, vieles wird hier auch selbstverständlich. 


$ 2. Elementarfunktionen einer Veränderlichen. 


Unter Elementarfunktion der Stelle d von der Ordnung y (y ganz positiv) 
verstehen wir eine Klassenfunktion (hier also rationale Funktion), welche sich 


an der Stelle d verhält wie “ + ®(t), und an einer fest vorgeschriebenen Stelle n 


eine Nullstelle mindestens erster Ordnung hat, sich also dort verhält wie £ - ®(£). 
Ist speziell d = n, so soll ‚„‚Nullstelle‘“‘ bedeuten: Fehlen des Koeffizienten von {® 
in der Entwicklung an der Stelle d = n, d.h. die Funktion soll sich dort so ver- 


halten wie ei +t- Bit). 


Für allgemeine Klassen !) muß man außer einer oder mehreren festen Null- 
stellen n noch eine Anzahl fester Pole erster Ordnung m vorschreiben, damit die 
Elementarfunktion gerade eindeutig durch die gestellten Forderungen bestimmt ist. 
Die n und m bilden den ein für allemal festliegenden C'harakterisierungsdivisor. 


Wir bezeichnen die Elementarfunktion nach den zu ihrer Bestimmung not- 

wendigen Stücken mit 
Er (2, d), 
also im rationalen Fall, da hier kein m auftritt, mit er „(2d). 

Aus der Definition selbst folgt, daß &’ erst dann bestimmt sein kann, wenn 
die Uniformisierende für die Stelle d gegeben ist. Eine unserer wesentlichen Auf- 
gaben wird die Untersuchung der Abhängigkeit von der Wahl von t sein. 

Ist die Uniformisierende vorgeschrieben, so ist E (z, d) eindeutig bestimmt. 


Gäbe es nämlich zwei solche Funktionen €’, €, so ist 
EN WR 67 


eine überall endliche (d.h. nirgends unstetige) Funktion der Klasse, d.h. eine 
Konstante. Da aber diese für z = n verschwindet, so ist Er EN. 


Für die gewöhnliche Uniformisierende lassen sich die E (2, d) sofort an- 
geben. Es ist 


') R. König, Die Elementartheoreme bei den Riemannschen Transzendenten, Math. Zeit- 
schrift 15 (1922). 
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3) EM =-—— gr - an WU an) = — ‚7; 


Er (z, p.) = — MW. 


Dabei ist d + n eine endliche Stelle, ebenso n. 
Legen wir aber n nach p, ‚so erhalten wir 
1 . 
(_d)’’ er 
Es seien nun zwei verschiedene Uniformisierende der gleichen Stelle gegeben: 


t- Be) = 1* - P*li*) 


(4) Er? (2,0) = 


—,Po 


bzw. aufgelöst, 
(5) r =tPlt)=t+0,? +C,1? +--- 
Dann gehören i. A. zu t und i* verschiedene Elementarfunktionen & und &*. Welcher 
Zusammenhang besteht zwischen & und &* ? Wegen (5) ist 
(6) 1*-1= 1111 — Ct + (a — CH) — :--!=t7!l1 +tBlt)}. 
Bei d ist nun: 


EI (2,0) -— +90, Ed) = a+ Pe(t*) -- + Bolt), 


bei n entsprechend 
E (md) = Bl), ET md) = Mt Palit) =tı  Pıltı), 


Daraus folgt aber sofort, daß EW) — &()* überall endlich und infolgedessen 
Null ist, also 


(7) ed) =EN (d). 
Dies gilt für jedes d (auch für p_), außer für d=n. In diesem Fall ist: 
ED (zu, n) = = +EBıl), ED, mn) = = +1 Pı(t*) = — + Bel), 
also — analog wie oben — 
(7°) EI (zn) = E) (an) —C. 
Allgemein ist 
(6°) Tr + MN + Par car...) 


Daraus folgt ganz entsprechend wie bei E0), &W* fürd+n 
dB) ir ti + Pi + + Bl). 


Ist d = n, so muß an Stelle von P,(t*) und ®,(t) stehen t* ®,(t*) und Cr’ +1 B,(t). 
Dann folgt aber sofort, daß 


Ed) — (Ed + Ed) + CH, EU (2, d)) 
überall regulär ist, d.h. daß (wegen n) für d+n ist 





( ie . 
HIEHEN = EN EN) +D TED) + +, Ed (2 d). 





22* 









158 Könıg und Krafft, Reihenentwicklung analytischer Funktionen. 


für d = n aber 





(8°) ER (z, n) = uni er „(2, N) + er dd 3 n)+-- + er ‚ED an) +c”. 











Da die Er ‚aus (5), (6), (6°) berechnet werden können, ist damit die Ab- 
hängigkeit der & von der Uniformisierenden völlig geklärt. 


Wir geben ein Beispiel: 


re 
ei n 1 — 1 
Hier ist 
ri ir 
1+1’ t : 
also 
2 1 y 
gr = (2 +41Y=- —+G nz Hot 
"Es ist also 


er 


Da die &%) hier schon angegeben wurden (vgl. (3) und (4)), so findet man: 
für endliches d+n und endliches n: 




















’ 1 1 1 
zr)* u. .+f? a Pr RR. 
en ®) (2 — d)r +4) (2 — d)r-ı * („a 2—d 
1 y y 1 
ar Da n —d 
— er Bo 
Für d=n und p = p,„ ergibt “ 5 
1 
()%* ie N (r)* NER Be Y 
rn) =(— +11, Erz, pH) +1 — (in +17. 
Als Beispiel nennen wir noch die Faberschen Polynome!) P,(z).. Von 
diesen beweist Faber?), daß P,(z) = = + ®B(t) ist, eine Gleichung, die sich zu 
1 
P&@)=— . +EP) 


verschärfen läßt. D.h. aber es ist in unserer Bezeichnung: 
— Pl) = €, (, P.)- 


S 3. Elementardifferentiale einer Veränderlichen. 
Bei Betrachtung allgemeiner Klassen kommt in allen Formeln und Ergeb- 
nissen neben der Klasse noch die sog. komplementäre Klasse vor. Bei algebraischen 
Funktionen, also auch bei den rationalen, fallen beide Klassen zusammen. Diese 





1) @. Faber, Polynomische Entwicklungen, Mathem. Annalen 57 (1903). 
2) A. a. O. Formel (13). 
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beiden Klassen sind so verknüpft, daß immer Funktionen der einen und Diffe- 
rentiale der andern Klasse zusammengehören. Dabei ist ein Differential in 
einer Klasse bekanntlich so definiert: Es sei f(x) eine Funktion der Klasse und 
zu jeder Stelle = eine Uniformisierende r gegeben. Dann bilden wir für jede 


Stelle d: ia) 52 - Die Gesamtheit der so erhaltenen Elemente In) - = Wr) 


nennen wir ein EN abgekürzt: f(x)dx. 

Wir haben die Veränderliche hier x genannt, um daran zu erinnern, daß 
im allgemeinen Fall die Differentiale einer andern Klasse entnommen werden, 
wie die Funktionen. 

Die Begriffe: Nullstelle, Pol, Ordnungszahl übertragen sich sofort auf Diffe- 
rentiale.. Man sieht sofort, daß sie unabhängig von der Wahl der Uniformisierenden 
t sind, genau so ist es ja auch für Funktionen. Nur die Erweiterung des Begriffs 


Nullstelle für Stellen, an denen ein Pol liegt (bei Er (2, n) ist nicht invariant 
gegen Änderung der Uniformisierenden. Nur bei den Differentialen tritt eine 
neue, sehr wichtige Invariante auf, das Residuum. 

Unter dem Residuum von f(x)dx bei d verstehen wir den Koeffizienten von 


r!ın f(%) >. Wir bezeichnen diesen wohl auch abgekürzt mit a]. 


Wir behaupten also, es ist 
day dx 
(9) I) @|.-ı= Ira) Sa |e-t 


Ist d kein Pol von f(x)dx, so ist nichts zu beweisen. Ist d Pol, so ist r die gewöhn- 
liche Uniformisierende und 


(10) a) = 


++ 43424 Bl). 


zr1 T 


Wir setzen dann (x = x —d bzw. = 2): 
x 








(11) y(*) u. eg | nn + k— 2 ı-2 Pe — + PBır)dr. 
Nun ist (wegen (5), (6)) 


"Zu dx 12 am cı dp 
Na) gr ER a dr dr ) dı* + PER) + rm 
In = aber kommt z*-! nicht vor, also ist (9) bewiesen. 


Genau wie früher Elementarfunktionen definieren wir jetzt Elementar- 
differentiale. Hier tritt ein Charakterisierungspol auf statt der Charakterisierungs- 
nullstelle der &. Dieses Entsprechen gilt allgemein, man legt daher zweckmäßig 
den Pol ebenfalls nach n. Wir definieren: 


da. (2, d) ıst Elementardifferential der Ordnung y zur Stelle d, wenn es 
sich bei d verhält wie 7” + ®(r), sonst überall regulär ist, außer bei n, wo es sich 
verhält wie 7, 'R(z,). Falls d = n, soll sich d%$ bei n verhalten wie «+ 1"! %(r). 
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Aus der Nichtexistenz anderer überall endlicher Funktionen als der Kon- 
stanten erschließt man die Nichtexistenz überall endlicher und einpoliger Diffe- 
rentiale in der Klasse der rationalen Funktionen und daraus dann den Unitäts- 
satz für die dyN. 

Wir stellen wieder für die gewöhnliche Uniformisierende und die verschie- 
denen Lagen von d und n die d’5@) auf. Wir erhalten füry=A1 undy>2(d+n, 
beide endlich): 





a (Me, 
(12) da. _(z, n)= existiert nicht, da) (,db)= Tr 
130) (2, 9,)= —ar-2de, 150 (0,1) = 
dagegen für n = p, entsprechend: 
(13) d3? _(z, d)= rn d,. _(®, p_) = existiert nicht 


ds’ _(mp.)=— "de y2>22. 
Genau wie früher den Zusammenhang der & und €&*, so wollen wir hier den 
Zusammenhang zwischen den ds; und den zu einer anderen Uniformisierenden r* 
gehörigen dis* angeben. 
Zunächst ist wieder 


dEN* 2 d AR) (x,d 
da ad) _ A) 
dx dx 


In der Tat ist (vgl. (5), (6), (6°) und (9)) bei d: 


A5d (xp, d) da m‘ 1 
he rn), 




















ddr (0) d 1 1 
also u 
dA (m,d) der AE”(m,d) 
dı* Ir dt = Br). 


Bei n dagegen ist die Differenz: 


a u. 
dr* dt, dr, u he 








‚und an jedem anderen Punkt sind die Ordnungszahlen >0. Die Differenz ist 
also ein einpoliges Differential und als solches notwendig identisch Null. Schreiben 





(1) () 
wir nun statt a8 zuletzt - = und entsprechend bei, d;5()*, so hat man (14). 











dt dt 
Für y>1 ıst 
‚d5N#(,0) dı* 714 ae „, 47° 
dr* Et) - ee ee 
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Also wegen (5), (6') 


1 dgı- 1-1) 2- -) 8- | 
' us > Tel a 2 > u 7 > + Pr) 
R 1 2 Y (z—1) 1 3- -Yy ı—1) 1 
E ie EEE EEE 
5 17 r 1 y I mı 4oy e: a Pe) 
Daher ist, wenn wir wieder neben d auch die Stelle n betrachten, 
i dr dt (dad), 2yr w- pda md), 1 -ndd md) 
! d* dı |\ dr 4-y dt | y—1 1-2 dt | 


ein einpoliges Differential, oder entsprechend wie oben: 


Bach 





457 (@d) _ ET md), rd ee d) 1 -ndE le, d 


(15) rel 
dx dx ra, dx y—i1 r! dx 











EEE 





Abweichend von € ergibt sich hier an der Stelle n nichts Besonderes. Dies hängt 
damit zusammen, daß es wohl überall endliche rationale Funktionen, aber keine 


überall endlichen rationalen Differentiale gibt. 
dia) 








; Aus (15) folgt, daß nicht nur E® und von der Wahl der Uniformi- 


% 
(2) 
sierenden unabhängig sind, sondern auch rn. Beachtenswert ist ferner, daß 
: nur die ÖOrtsuniformisierende an der ne ei auf die Gestalt der € und d 
h einen Einfluß hat, nicht aber die der übrigen Stellen, ja es kommt gar nicht 
einmal auf die Stelle an, sondern nur auf die Verknüpfung zwischen t und t*, 
bzw. r und r*. 





Beispiel: Wir wollen für dasselbe {*, für das wir die E berechneten, auch die 
dis angeben. Also im Endlichen sei 





a be er 


entsprechend für p,. Dann wird nach (15) wegen (12) und Er = () füry=1,2 








; * em 1 1 
j d5* (x,d) = d3 (z,d) = 7 — —)dz 
de 
ZH) = a 
; 1508, (z,n) existiert nicht 
f ” ”. dx 
dS a € n) = d&“ (2) (m, RS 
O%z  dV (x, TEE... I 
A De) = A (Ed) 


159% P.) _ dan _ (x, P.) = — dı 
für y> 2 aber (gleichgültig ob d#n oder d = n ist): 
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u oe + % 1 Is Re 2 /(a— Ad)” az ge] de | 
. om (- Ei 4 1) "de 


d5, (2,90) = — (a + 1)r-2ar. 








$ 4. Elementarfunktionen und Elementardifferentiale von zwei Veränderlichen. 


In der allgemeinen Theorie der Klassen Riemannscher Funktionssysteme 
ist das wichtigste Hilfsmittel die Elementarfunktion und das Elementardifferen- 
tial von zwei Veränderlichen. Wir geben die Definition !) hier nur für den ratio- 
nalen Fall. 


E” (z, x) ist Elementarfunktion der Ordnun vom „Argument‘ z und dem 
,n g Y ’ g 


„Parameter‘‘ x, wenn es bei festem x rational in z, bei festem z rational in & ist 
und als Funktion von z 


1. überall definiert ist, außer wenn x in den ‚„Ausnahmepunkten“ n oder 
p. liegt, 

2. überall regulär bleibt, außer bei x, wo es sich verhält wie t=7 + ®(t) und 

3. bei n mindestens von erster Ordnung verschwindet. 


dr” (x, 2) ist Elementardifferential der Ordnung y vom „Argument‘‘ x und 


dem ‚‚Parameter“‘ z, wenn es bei festem z rationales Differential in x, bei festem x 
rationale Funktion von z ist und als Differential von x 
1. überall definiert ist, außer wenn z in den „Ausnahmepunkten‘ n oder 
p „ liegt. 
2. überall regulär bleibt, außer bei z, wo es sich verhält wie-7=7 + ®B(r), und 
3. bei n, wo es höchstens einen Pol erster Ordnung besitzt. 
Für die gewöhnliche Uniformisierende lassen sich die E und dF sofort angeben. 
Es wird hier 





+ u ee 

(16) E!' (2,2) - (2 — x)” (n— x)’ ’ 

12) dF®_(a,2)= (——_— — Jar, 
dx 


(rn) au en SAL >: = 
IF a2)= nn W>N. 
‚ Aus (16) und (17) folgen sofort einige wichtige Beziehungen: 





(18) dF® (x,2) = — E"z, x) dx 











das Vertauschungstheorem I, (V TkI,) 





!) R. König, Die Elementartheoreme bei Riemannschen Transzendenten, Math. Zeitschrift 15 
(1922), $ 17, $ 4. 
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19) ER, 0) 


T 


= IH) EDEN TH ER +-, 


der Entwicklungssatz der Stufe y, der unverändert auch gilt, wenn d nach p, rückt, 
wenn nur d+n bleibt, während der Entwicklungssatz bei n lautet: 


An una. yr+1 


1) a) = HEN EHE En): 


7 5 Er” (z,n) ‚A Fk, 
Für dF“’ lautet der Entwicklungssatz: | 


(20) dFY) (2,2) = dB (2,8) + (Tara) + (Aare +, 


bzw. 














(20) AN (2,2) = MOL ARlEE N EI Ep ET HAalE DT EEE 
Ferner gilt noch der Ableitungssatz 
1 dr=1EO(z,x) 
(7) — x 
(21) a rn er = 
dFr\z,2) 1 dr! ‚dFW)(x,z) 
(22) de A) u dx ): 


Alle diese in der allgemeinen Theorie der Riemannschen Klassen äußerst wich- 
tigen Sätze sind aus (16), (17) aber nur zu entnehmen für die gewöhnliche 
Uniformisierende. Wir werden sehen, daß (18), (19), (19), (20), (20) füry =1 
richtig bleiben, für höhere y aber fortfallen, ebenso auch (21) und (22). Die 
ganze Herleitung des Entwicklungssatzes erster Stufe führen wir nur für E® 
durch, für dF®) geben wir nur die wichtigsten Zwischenformeln an. Aus diesen 
ergibt sich dann auch (18). 

Wir beweisen zuerst wieder den Unitätssatz: Es sei die Ortsuniformisierende 
für jede Stelle vorgeschrieben und E%@) und E%) haben beide die Definitions- 
eigenschaften. Dann ist bei festem x, wie genau derselbe Schluß wie bei den 
E zeigt, EN— EW) eine überall endliche Funktion von z, d.h. von z unabhängig, 

En — En = y(a). 
Nun ist aber für jedes x undz=n das y(x) = 0, also g(x2)=0. Entsprechend 
lautet der Beweis für die dF. 

Wir haben im folgenden einige Male den Fall zu betrachten, daß z und x 
beide in der Umgebung desselben Punktes d liegen. Wir setzen fest, daß dann 
die Uniformisierende von z und x beide zur gleichen Umgebung gehören, d.h. 
sich nur in der Bezeichnung unterscheiden sollen. 

Es ist stets, mit entsprechender Bezeichnung wie früher: 








(1) 
(23) E” (2,2) = ED (z, 2), 
dF® (x,2 dF®*(x,2 
n. ln) _ dFNS2) 
dx dx 


der Beweis ist derselbe wie beim Unitätssatz. 
Journal für Mathematik. Bd. 154. Heft3. 
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E®%(z, x)dx ist ein rationales Differential, hat also in der Umgebung jeder 
Stelle eine Potenzreihenentwicklung mit nur endlich vielen negativen Gliedern. 
Wir nehmen im folgenden an, n liege nicht bei p,„ ; ist dies der Fall, so modifiziert 


sich einiges unwesentlich. | 
Wir unterscheiden nun folgende Fälle, die uns dann die verschiedenen 


Formen des Entwicklungsgesetzes geben: 


1. x in der Umgebung von d, dDEn,dD+P,. 
2. x in der Umgebung von p,, 
3. x in der Umgebung von n. 


Fall I. Hier lautet das Element für EOWdx: 
d 
E”(z,2,) zn 2 TA,(2,d) PP. d) rue 


(k positive oder negative ganze Zahl oder Null). Zu bestimmen sind die A,(z, d) 
durch Untersuchung ihres funktionentheoretischen Verhaltens. 


Ist d+D/, so ist 
dx 
Ezy,2,) 7, = Pl?) 


Be 
und ®i(t,,z) enthält keine negativen t,-Potenzen, denn EW T ist ja endlich, wenn 


z+x ist. Daraus folgt: A,(zu,d) = P,(t,). Ferner erschließt man ganz ebenso, 


daß 


dx i 
1 D k 
Dh zu, Xp) 2” t, Pit,, 7), : 


also 
A,(Zu, d) = 1, Plt,). 


Es bleibt nur noch Ein.) zu untersuchen. Hier kann man das Verhalten 


(auch für allgemeine Klassen) aus der Form leicht erschließen. Unabhängig 
davon erhält man es aus der Definition auf folgendem Wege: Es ist 
am) = [I + Blind} T 
Dabei ist i, die Uniformisierende der Stelle x, also 
z— = +lsl?+ ‘+. 

' Daraus folgt: 

2 = (2. —2)1 +(@— 2) Pıl2—2)). 
Andererseits ist für endliches d: 


z— d=1Plt)=t+05®+:°--, z—d=r:-%(r), 








also — =tl+oR + +--- 
— T— 6? — 07 — 
re— 72  — Tr? 
= (1) 4, +9 +), 


= (1-1) O4, 2) | 
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und daher , = (t— r)Dt, r)(1 + (t— rt) Bolt, r)) 
ELIA M+ A DR, 2), 


so dx, FR 1 1 4 2C,T -H ICzT? + .« 


d. h. t, rn en Sn) + Bılt, r). 








Nun ist aber 
dx 


Dr, T)= Ar = 1 + 2C,T -1- ICzT? +++, 


T 
also 
Dt, r)= 1 + 2057 + Sc? + + (t— T)E;Lt, 7) 
— (1 + 27 + 39? +) (1 + (ti T)Bılt, 2). 
Daraus folgt aber 
= + Ele) 


oder 
1 “ 
en + Bl, r) = 2a + Pt, r). 





5) Ein; 


Daraus folgt weiter, daß 
1 
A,(22,d) = ri + Be). 
M.a.W.: Die A,haben genau die Definitionseigenschaften der E0+D, d.h. es ist, da 
die &) mit negativem Index als überall endliche Funktionen identisch verschwinden, 





(E Th) EN (a) = Ele, dr”. 








Fall 2: 
Ist d = p,, so ist nur in dem Beweis von (25) eine kleine Abänderung 
nötig: Es heißt dann wie oben 


= (2 — 2) (1 + (2— 2)Bı(l2 — 2)). 














Nun ist 
1 1 
Mira. -' a er 
En (t — TJA, r) Ay. it 1 + 20T + Ic + 
tRÜE)Rlr) ’ dt (TR(7))? 


wobei die Abkürzungen dieselben sind wie oben, daher: 


=) (BT) TBB) + a T)Pılt, 7), 
wobei P,(t,r) allerdings noch negative Potenzen enthalten könnte. Daraus 
folgert man dann 





1 Ay u 1 2 ) 
r dr we rn T), 
wobei P, vielleicht auch negative ? und r Potenzen enthält, also 


dx 1 
ENMzy; pe ) > . ang T Pstt, r) s 
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In P, können aber keine negativen i-Potenzen vorkommen, da sonst E® bei p„ 
gegen die Definition unstetig würde, wenn +0, d.h. x nicht in p„ liegt. Daraus 
folgt wie oben: 





| dx ® 
(E Th,,) E)y(2, Zpe) ge Er EI, (2, Pur. 





Fall 3: Hier verändert sich nichts, außer an der Stelle n selbst. An Stelle 
von (25) tritt hier 


dx 1 
(1) 
(26) ET „(2m Zu) T7 


ang ti—T 





+2 +1Blı, 2). 


Man kommt hier wie oben zunächst zu 
4 


+ Ban). 
Da aber fürz =n, d.h. {= (0 das E® = 0 ist identisch in x, so ist B(O, r) = E 


Also gilt (26). Aus (26) folgt weiter: 


) 
A,= za + Bl), 


d.h. die A, für y>0 haben die Eigenschaften von E(+D(z,n), während A_ı 
eine überall endliche Funktion ist, die in n den Wert 1 hat, wohingegen die A, für 
y <— 1 aber überall endlich sind und bei n, demnach also identisch verschwin- 
den. Daher erhalten wir: 





dx 
„(1) ui 
E\ (Zu In) Y PER 








(E Thu) tr ar 








Damit ist der Beweis des Entwicklungssatzes für E® beendet. Die Herleitung 
des Entwicklungssatzes für dF verläuft nicht anders. Wir erhalten hier die 
folgenden Formeln, (wobei der Koeffizient von r”! vom Residuensatz geliefert 
wird): 

dF® (m, a) 4 














(27) ı BR EN 
dF lee) - a ; + Kit, r), 
er Nee) ” e nn + Kt, 7), 
8) in 22 7 
und daher 





(ETh) dF® (z, 2) = zds,. (, d)rr, 














a 
Ne: a ee 





| 
H 














2. En ae 
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(ETh,.) dF,_(02,,) = Erddy, (md)P, 

(E Thu) dF,_(2, 2,) = 2,48, (zn). 

Der Entwicklungssatz für EO (a2) bei allgemeiner Wahl der Unifor- 
misierenden tritt zuerst bei G. Faber!) auf und zwar ist es der für den Fall?) 





Daß bei allgemeiner Wahl der Uniformisierenden der Entwicklungssatz in 
der obigen Form für y> 1 nicht zu gelten braucht, macht man sich sofort an 
einem Beispiele klar. Übrigens sind für gewöhnliche Punkte x (bzw. z) die höheren 
Stufen des Entwicklungssatzes für die E (bzw. dF) nur eine andere Gestalt des 
Ableitungssatzes.. Daß dieser aber bei allgemeiner Uniformisierenden nicht gilt, 
ist sofort zu sehen: Nach dem Unitätssatz ist bei festgewählter Uniformisierenden 
EW) eindeutig bestimmt. Wäre der Ableitungssatz gültig, so wäre aber E() von 
der Wahl der Uniformisierenden unabhängig. Nun zeigt aber die bei den © 
durchgeführte Überlegung unwesentlich modifiziert, daß 


7) * GM) Er-N,- N 
(29) E!' „(2 x) ei E}' „(@, x) Fr er WE; (2, %) 7 + er E_ „(2,%) u 


Dabeı haben die er dieselbe Bedeutung wie früher, nur ist der Entwicklungs- 
mittelpunkt für z nicht mehr d, sondern x. Der Ableitungssatz ist also nicht 
gültig. (29) zeigt aber darüber hinaus, daß die Ortsuniformisierenden nicht mehr 
völlig willkürlich gewählt werden dürfen, wenn alle E (bzw. E*) die in der Defi- 
nition geforderten Eigenschaften haben sollen. In der Tat: seien die E@) einmal 
die zur gewöhnlichen Uniformisierenden gehörigen Elementarfunktionen. Schreiben 


wir dann jeder Stelle x eine Uniformisierende willkürlich zu, so sind die er 
und damit auch E@)* im allgemeinen nicht analytische Funktionen von x. Nur 
E@) ist von der Wahl der t völlig unabhängig und darauf hauptsächlich beruht 
die besondere Stellung der ersten Stufe. 
Ganz ebenso wie bei den E ist es bei den dF. Wir geben der Vollständigkeit 
halber die Formel 
dF®""(z, 2) 4 


( (2) 2 
dry. (x, 2) = dr,” (X, 2) 4 Y—2 (Ar-D n,— Ba REN _— (ct Bi (7, ” 


(20) dx dx y—1 ! dx y—ıi °? dx 














Der Vertauschungssatz I, (Formel (18)) ergibt sich in unserm speziellen Falle 
einmal direkt aus der Unabhängigkeit von E® und dF® von der Wahl des t 
bzw. rt, allgemein aber ähnlich wie die Unitätssätze aus den Formeln (25), (26), 
(27), (28). 





!) @. Faber, Polynomische Entwicklungen, Math. Ann. 57 (1903) S. 392/39. 
®:) Formel (11), in der statt ®(£,r) gesetzt werden darf t®(i,r), entspricht unserer Formel (26), 
Formel (12) bezw. (7) bei Faber ist unser Entwicklungssatz. 
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8 5. Über die Gültigkeit des Entwicklungzsatzes. 


Wir wissen bisher über die Entwicklungssätze nur ihre Gültigkeit für sehr 
kleine 7 bezw. {. Wir wollen die Konvergenz näher betrachten und zwar 


1. bei festem z und variablem x, 

2. bei festem x und variablem z, 

3. wenn z und x beide variieren. 
Wir beschränken uns auf E” = Durch e— d=r: %(r) (bezw. h == :B(r)) 
wird eine Abbildung einer Umgebung von 7=0 auf eine Umgebung von d 
bezw. p vermittelt. Wir betrachten den größten Kreis |r| <o, in dem x eine 
Funktion rationalen Verhaltens in z ist. Das Bild der Kurve |r| = o heiße 
die singuläre Kurve C,. Sie begrenzt einen im allgemeinen mehrblättrig über 
der x-Ebene liegenden einfach zusammenhängenden Bereich ®,. Den Kreisen 
|z|=r<.o entsprechen Niveaukurven C,, die ebensolche Bereiche ®, begrenzen. 
Es gibt ferner ein e< o derart, daß für r<oe die ®, schlicht!) über der x-Ebene 
liegen. Es sei zunächst d +n. 


Wir ordnen nun der Zahl z+d eine positive Zahl r wie folgt zu: 


Hat z keinen Spurpunkt innerhalb ®,, so entspreche z stets die Zahl o. Hat 
z Spurpunkte innerhalb 3,, so ist unter den Bildpunkten t im Kreis |r| <o 
einer vom kleinsten absoluten Betrag r. Dann sei z zugeordnet die Zahl r. Nach 
derselben Vorsehrift ordnen wir dem Charakterisierungspunkt n eine Zahl r„ zu. 


Ist z fest, so entnimmt man dem Vertauschungssatz (18), daß E’ (z, x) id in x 
dx 
dı | 
der beiden Kreise |r| <r, |r| < r„, während, wenn eine der Zahlen r,r. von 
o verschieden ist, auf dem Rand ein Pol liegt, also dieser Kreis auch wirklich 
Konvergenzkreis ist. Diesem Kreis entspricht in der x-Ebene ein Bereich 
B,(r’ = Min (r,r2)). Der Entwicklungssatz konvergiert also bei festem z, wenn x 
einen Spurpunkt in B, hat. 

Es sei gleich bemerkt, daß es auch noch andere x geben kann, für die der 
Entwicklungssatz konvergiert. Dies tritt ein, wenn z nicht nur Uniformisierende 
für d, sondern auch noch für andere Punkte d’ ist, wie z. B., wenn d = 0 ist und 
x? + 22 = 2r gewählt wird. Hier gibt es außer dem 8, um z=( noch eine 
Umgebung 8, von x = —.2, welche auf den gleichen Kreis || <o abgebildet 
wird wie ®,. Auch in ®, konvergiert dann der Entwicklungssatz, stellt aber 


nicht E®)(z, x) Z dar. 


nur unstetig wird bei z und bein. Also ist EP sicher regulär in dem kleineren 


Der zweite Fall ist leicht auf den ersten zurückzuführen. Ist x fest und 
|\rz|l=R<r, so konvergiert der Entwicklungssatz sicher, wenn kein Spurpunkt 
von z auf Cr oder in Br liegt. 

Damit ist aber auch der Fall, daß z und x variieren erledigt. Ist nämlich 





') Bei Faber a. a. O. heißt die Kurve C, singuläre Kurve. 





Te TEEN 
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Ir|=R<r,. und z beschränkt wie eben, so ist der Entwicklungssatz erst recht 
konvergent. Daraus kann man aber mit Faber einen wichtigen Schluß ziehen: 
Es sei R<rn = o und alle Spurpunkte von z außerhalb oder auf dem Rand von 
| dz| . 
(1),. anni 
Ir (2,2) 7, | ein endliches 
Maximum M. Nach dem Cauchyschen Koeffizientensatz ist daher 


Br+, und |r|< AR. Dann hat für diese z und r das 


(31) | er, |< | 


Daraus folgt aber, daß für die eben festgelegten z und |t| < R— 8 die rechte Seite 
des Entwicklungssatzes die geometrische Reihe MZ, (zur Majorante hat, 


also für diese z und r gleichmäßig und absolut konvergiert. 

Bei dem Entwicklungssatz für dF verläuft alles genau so, nur daß die Stelle n 
nicht besonders berücksichtigt zu werden braucht. Ferner spielt bei ZW das n 
für die Konvergenz keine Rolle, wenn d = n ist. 


$ 6. Reihenentwicklungen analytischer Funktionen und Differentiale. 


Wir deuteten in der Einleitung an, wie aus den Entwicklungssätzen die 
Reihenentwicklungen für beliebige Funktionen und Differentiale entspringen. 
Wir brauchen dazu eine Integraldarstellung, in die dF() bezw. EU) eingeht. 

Es sei f(z) im abgeschlossenen Bereich ®, regulär, und es sei r <e und 
r+ rn. Dann ist MEER, für jedes z aus ®B, 


Jar (x, 2) f(x (2) = er ({n), 


je nachdem n in %, liegt in nicht. Wenden wir nun noch (ETh) auf dF® an, 
so ist, wegen der gleichmäßigen Konvergenz, für alle z aus ®,_, (e> 0 beliebig 
klein) 


(2) — f{n) er y+l 
“ = Era Sarı“ MINE). 


Für den Fall der gewöhnlichen Unlinsisinendtn ist das gerade die Taylor- 
entwicklung. Jede in ®, reguläre Funktion (r < o) läßt sich also daselbst in eine 
Reihe nach Potenzen der Ortsuniformisierenden entwickeln. Im Falle d=n be- 
ginnt die Reihe rechts mit !. 

Es sei g(z)dx ein im abgeschlossenen Bereich 3, reguläres Differential. 
Dann findet man für _- die it 


m, E% Edge) 


(32) 


Zi, 


(33) 


di, 


und vermöge (ETh), wenn n außerhalb ®, liegt, die zu (I) duale ebenfalls nach 
Potenzen der Ortsuniformisierenden fortschreitende Entwicklung 


- 


de «& 1 
() he m JE (2,d)g(e)dz. 
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Liegt n in B,, so erhält man dieselbe Entwicklung, die aber nur in einem Teil von 
DB, gilt, es sei denn, daß d = nist. Im Falle d = 0 ist wegen der Regularität von 
g(z)dx der Koeffizient von 7”!, d.h. /g(z)dz = 0, die Entwicklung (d) gilt wieder 
in ganz ®,. Die Formeln (32) und (33) bleiben richtig, wenn das Regularitäts- 
gebiet von f(z) bezw. g(z)dx nicht ®,, sondern das komplementäre Gebiet 8, 
ist, wenn ich nur C, im umgekehrten Sinne durchlaufe. In diesem Fall (f(z) regulär 
in ®,.) kann man aber auf (32) (ETk) nicht anwenden, da die Konvergenzbedingung 
nicht erfüllt ist. Vermöge des VThI, (18) geht aber (32), falls noch die Richtung 
von C, wieder geändert wird, über in 


1 


or E_ ,(, z)dx tx) ie | /(2) rk f(n) ’ 


f(2). 
Hierauf können wir nun (ETk) anwenden, wenn wir noch annehmen, daß n ent- 


weder in ®, oder aber in d selbst liegt. Je nachdem erhalten wir die in ®, gültige 
nach Klassenfunktionen (Elementarfunktionen) fortschreitende Reihe 


(32°) 





= 1 
(11) 7 Fehde 
bzw. 
(Im) ie) = ii F a Ya Jertaar. 


(IIn) enthält als Spezialfall die Faberschen Polynomreihen. Bei diesen ist 
u Pa: 
| Genau dieselbe Überlegung können wir für in ®, reguläre Differentiale g(x)dx 
machen. Hier spielt n keine besondere Rolle. Es ist 


(33’) ns f ur g(z)dz = g(x) = 


und wegen /g(z)dz = 0 folgt die nach Klassendifferentialen (Elementardifleren- 
tialen) fortschreitende Darstellung 


m 1 
= (+1) 
(II) s(2) z, = x 5" (mb) 5 rl trg(z)d2. 





T 


Auch die Verallgemeinerung der Laurentschen Reihe gelingt mit Hilfe der 
Entwicklungssätze leicht. Es seir’ <r=e und %,,,» das von Cy,C, begrenzte 
zweifach zusammenhängende Gebiet. Dann ist, wenn f(z) bezw. g(xz)dx in B,, r 
regulär analytisch ist, je nachdem ob n in ®,, liegt oder nicht, 


(1) 
je — fin) | = 3; SAP” a, 2)fte) + 5; JE (r)dafle) 


(III) = Fre — 2 dSrHDE,d)fa) + EER+Y,D) es SF Ha)da. 


r 


Ist speziell d = n, so tritt auf der rechten Seite noch das Glied 





r 
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1 sfa)da 
rei T. 
hinzu. Ebenso erhält man 
dx be 
(1) 2. r 
op J E22) Fgla)dz + 5 uf z)dz 


ad) = = fr fern (2, d)g(z)dz +2 date, d)5 a fort )dz2. 


Dabei ist ın (III) und dm die Lage von n beliebig, wenn es EEE C,, liegt, 
dagegen muß es in Dd liegen, falls es innerhalb C,, liegt. Der Fall d = n ist also 
stets dadurch ausgezeichnet, daß n keinen Einfluß auf die Ausführbarkeit der 
Entwicklung hat, daher auch seine Bevorzugung durch Faber. 

Man kann nun die Reihen nach den Potenzen von r und { und die nach den 
d‘s und € unabhängig von ihrer Entstehung betrachten, d. h. die mit irgend- 
welchen Koeffizienten angeschriebenen Reihen i 


(34) f(z2) = 2a, tr, g(z) Er ZA,ır (in B,), 


(35) Fe) = Zb, Ertl z,d),  Gke) er — EB,dyr+D(z,d) (in ®,) 


untersuchen. Von den Reihen (34) als Potenzreihen ist sicher, daß durch g(x) dx 
bezw. f(z) die Koeffizienten A,, a, eindeutig bestimmt sind. Daß das Entsprechende 
auch für die Reihen (35) gilt, hat Faber gezeigt. Sein Beweis bezieht sich zwar 
nur auf die Reihen nach den &E und d=n=p,, ist aber allgemein gültig. Ebenso 
lassen sich die Sätze Fabers über das Verhalten auf der Konvergenzgrenze usw. 


übertragen. Wir gehen darauf nicht ein. 


Wegen der eindeutigen Bestimmtheit der Koeffizienten folgt aus (34), (35) 
in Verbindung mit (I), (I) bezw. (II) (IT): 





1 air +1) 1 eir+1),. let 
(6) 4, - ai JB Ede), Ay KR EN, D)g(a)dz, 
N 
3) =—.— ’ fı TF(a)dı, an 5 mi Jr )dz. 
Für y = 0 ändert sich (36,) und (37,) gr je nach der Lage von n in 
% \=2 dF@)(z,d)f 
a, — f(n) zu J 
oo 1 (Fe) 
x 
(38) beta far \-, 5; [Fiaydr. 


Wendet man die Formeln (36), (37) an auf die Funktionen und Differentiale 
fe) = F(2) = €Ü%(z, d) 
e(x)dx = r’dx G(e)de = dä (z,d), 


Journal für Mathematik. Bd. 154. Heft 3. 


(39) 
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so erhält man folgende Integralbeziehungen !) 


1 (r+1) } e Pieasi 1 Aggr+D dk 
(40) ai J® CB) 222 Pe 3 Lu 0 Er 


Cr 


$ 7. Anwendung auf divergente Reihen. 


Die Reihen (I) und (I) geben dort, wo ihr Konvergenzbereich über den 
der Taylorentwicklung von f(z) hinausgreift, die analytische Fortsetzung von f(z). 
Darin liegt auch ihre Brauchbarkeit zur Summation divergenter unendlicher 
Reihen begründet. Es sei 


(41) otatat 
Für kleine |z| konvergiere dann 
(42) fe) = 0 + oa ++: 
Existiert nun, wenn z von O0 an durch positive reelle Werte wächst: 
(43) lim f(z2) = s 
z—1 


so solls die Summe der Reihe (41) heißen. Entwickeln wir f(z) statt nach 
Potenzen von z nach Potenzen einer Uniformisierenden { für d = (0), so erhalten wir: 


(44) fe) = ot ta? +? +: -- 

Wenn z=1 in ®, liegt, gibt es einen Bildpunkt {, von z = 1, und wir haben zu 
suchen: 

lim f(z). 

tot, 
Dabei ist durch die Festsetzung, daß z reell gegen 1 gehen solle, eine Vorschrift 
für die Werte, die i durchlaufen darf, gegeben. Wir beschränken uns auf den 
Fall, daß ti = z’P(z) nur reelle Koeffizienten hat, daß also auch t reell gegen t, geht. 
Existiert dann der limes f(z) und konvergiert (44) für {= t,, so ist nach dem 
Abelschen Stetigkeitssatz 


(45) lim f(2) = ct +2 +8 +: - 
tt, 
Wir drücken die c, durch die c, aus. Nach (36) ist 
(46) G=37 a Stone 0). 


Nun kann man aber, da z selbst die „gewöhnliche“ Uniformisierende von d = 0 
ist, Formel (8) anwenden, wenn man { durch z, t* durch t ersetzt. Berücksichtigt 
man noch (15), so ergibt sich 


N. v v+1—e@ 41 __de „vtizeoorm, 
’ Sag zn 12 Skin 














ı) Für den Fald=n=p, bei Krafft, a. a. O. Seite 51, Satz XVI. 











| 
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Daraus folgt aber: 





„+ 5 , »+i1—o (v+1) „+ 5 Not 1 +1, +1 
Vo 0 


ec’ == F%Y 0 y—— MM 
Wr Feel) 


D.h. aber, wenn wir noch @,(N) = 0 setzen für o> N, daß 
s=lim ys(N)e, 
0 
No 
ist. Diese Art der Summierung konvergenter Reihen hat Perron !) näher unter- 
H sucht. Es ist auch leicht nachzurechnen, daß die y'°*” bei Perron nichts anderes 





sind wie unsere © +3 .c"+», Es sind nämlich nach Definition der er Br 
+1 y+-i r- 
(vergl. (6°)) wegen der Cauchyschen Koeffizientenformel für Potenzreihen: 
o+1 +9 _ 1 SER. TEE. get! 
me) a OH Van) za 
und bei Perron 
on _ 1 (ar 
x - ni’ +? 


| | also tatsächlich 


4) _0+ 1 (o+n 
v v +1 v0" 





») C. Perron, Verallgemeinerung der Eulerschen Reihentransformation, Mathem. Zeitschrift 18 
$$ 1—4. 
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Zur Theorie des Häelbertschen Normenrestsymbols 
in algebraischen Zahlkörpern. 
(Dritter Teil!): Normierung.) 


Von Helmut Hasse in Kiel. 





Sei / eine ungerade Primzahl, k; der Körper der /-ten Einheitswurzeln, k 
ein beliebiger Oberkörper von k; und l ein Primteiler von Zin k. In II. habe ich 
a, ß 

| 
(2.) bis (4.), die nach den Ergebnissen meiner Arbeit: ‚„Zerlegungs- und Ver- 
tauschungssatz für das Hilbertsche Normenrestsymbol ....‘‘?) widerspruchsfrei 
sind, insofern vollständig definiert ist, daß nur ein für alle a, $ aus k(l) fester, zu 
l primer „Normierungsfaktor‘“ für (a, ß) willkürlich bleibt. Dabei ist die 
primitive /-te Einheitswurzel £ irgendwie, aber ein- für allemal fest gewählt zu 
denken. Die Beseitigung der genannten, letzten Willkürlichkeit in der Definition 





gezeigt, daß das Symbol ( )= £9(%#) durch die dortigen Festsetzungen 


von >. d. h. die Normierung der Funktion »(a, 8), geschieht dann, wie in 


II. S. 190/191 skizziert, mittels des Ailbertschen Reziprozitätsgesetzes. Es soll 
hier etwas näher auf diese Normierung eingegangen werden. 

Wir gehen aus von der Grundtatsache des Hilbertschen Reziprozitätsgesetzes 
(II., S. 191), auf deren zuerst von Furtwängler erbrachten Beweis hier nicht näher 
eingegangen werden soll: 


Ist B eine beliebige und a eine solche Zahl aus k, die für die Bereiche k(l) der 
von I verschiedenen Primteiler \ von lin k eine l-te Potenz ist°®), so gilt: 


m 
Dabei bedeutet IT das Produkt über alle zu ! primen Primteiler p von k. Da 


Q, 


) —= 1 dann und nur dann, wenn =1 ist. 





a, B\ 
re, 


das Symbol m(ef ) hiernach die Eigenschaft (2.) und bekannterweise auch die 





!) Diese Arbeit schließt sich an meine beiden vorhergehenden Arbeiten über das Hülbertsche 
Normenrestsymbol in algebraischen Zahlkörpern (ds. Journ., Bd. 153, S. 76ff. u. S. 184 ff.) an, deren 
letzte ich hier kurz mit II. zitiere. 

2) ds. Journ., Bd. 154, S. 20 ff. 


3) Hierzu genügt etwa «==1mod//1” für hinreichend hohes N. 





TR LE, > 








in, x, Er ee re 
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Eigenschaften (3.) und (4.), (II., S.185) hat, und da zu einem beliebigen Paar 
a, ß aus k (l) stets a, ö aus k mit den obigen Bedingungen existieren, die sich von 


a, ß nur um I-te Potenzen von k(l) unterscheiden, also die obigen a, ß bis auf /-te 
Potenzfaktoren von k(l) den gesamten Wertevorrat von a, ß in k(l) ausmachen, 
muß bei irgendeiner festen Normierung des obigen (a, ß) stets gelten: 


H-n(&) 


mit einem mod. bestimmten, zu Z/ primen c. 





Diese Relation kann dann zur Normierung der (3) benutzt werden, in- 


dem c=—imod./, also das Bestehen von 


in 
() - (=) 


für alle a,ß8 aus k mit den genannten Eigenschaften gefordert wird. Hierdurch 





wird natürlich auch eine eindeutige Normierung aller Symbole (=) mit belie- 


bigen a, ß aus k(l) geliefert, da, wie schon oben erwähnt, zu jedem solchen Paar 


a,ß ein Paar a, ß aus k mit den genannten Eigenschaften existiert, das von «a, 
nur um je eine /-te Potenz aus % (l) unterschieden ist !\. 


Für das so normierte Symbol gilt dann, wenn a, ß in k liegen: 
‚ a, ß inet 
ma) =1, 


wo I über alle Primteiler von k erstreckt ist. Denn bezeichnet jetzt I,..., In, 





die Primteiler von ! in k, und bestimmt man Zahlen a,,..., a, aus k so, daß 
=; ein l)h-..; a= & () | 
u Ya En (L), Ya af, ()y.--; Tan 5, (l,) 


wird, so wird das durch 
a= dr... nf 
definierte & aus k in allen k(l,) !-te Potenz, also 
’ & ß ER % 
1 ( p )= 1. 





Weiter wird daher 
ACDELZ IC DET Ce 


!) Es genügt hierzu etwa e=amod.!” 
8 = $ mod. I” 
mit hinreichend großem N zu wählen. 











«== 1 mod. /II” 


176 H. Hasse, Zur Theorie des Hilbertschen Normenrestsymbols in algebraischen Zahlkörpern. 


Es ist nun von Wichtigkeit zu untersuchen, ob sich die so getroffene Nor- 
mierung der Symbole (+) auch direkt aus dem Körper k(l) heraus angeben 


läßt, ohne erst den Umweg über die anderen Primteiler p zu machen. Das ist 
in der Tat möglich, wenn die Ordnung e von | prim zu / ist. Um das zu zeigen, 
ist eine Regel anzugeben, wie man allein aus dem Körper k(l) heraus den bezüg- 
lich eines fest vorgegebenen £ auf die obige Weise normierten Wert der Symbole 


(>£ ) zu definieren hat. Ich behaupte, daß die folgende Regel dies leistet: 


„Sei e die zu l prime Ordnung und f der Grad von | und ef= m. Man be- 
stimme ein Fundamentalsystem 


A= N05 N N23 + +» + Nm; Na Nm+ı 
für die multiplikative Darstellung in k(l) wie (6.) in II. und dazu eine Bilinearform 


m+1 
Lexy)= 2 0; %Yy, mod. |, 
1,I= 
die für alle und nur die Wertsysteme (x;), (y;) mod. verschwindet, für die, wenn 
m+1 ET; m+1 y: 
a= Ina, ((); B= "Uns 
i=0 j=1 
gesetzt wırd, (+) — 1, d. h. a Normzahl von k (VB ) für den Bereich von | ist. (Dies 


L(z/y) ist nach II., Satz 3 bis auf einen konstanten, zu / primen Faktor eindeutig 
bestimmt. Sei zunächst ZL(x/y) irgendwie so gewählt.) 


Ferner sei 


m+1 _(0) l m+1 


1+ul= U m a (U); er; (Ü) 


i=0 
die Dartellung der beiden Zahlen A + ul und £ aus k(l) durch das Fundamental- 
system, wo u eine solche Einheit aus k (l) bedeutet, für die 


sWJ)=u+u-+:--:+ u" == O mod. I 


ıst. Man setze dann 


L(x/y) 
L.(2/y) = L(x9/y®) 





-sı(u)..emod. 2!) 


und 
(>P) — elnteh) 


wenn a, ß in der obigen Darstellung vorliegen.“ 

Um die Richtigkeit dieser Regel einzusehen, genügt es natürlich, an einem 
einzigen speziellen Paar a, ß nachzuweisen, daß die hier getroffene Festlegung 
des Normierungsfaktors mit der obigen, auf Grund des Hilbertschen Reziprozitäts- 
gesetzes getroffenen übereinstimmt. Wählt man als dies spezielle Paar die zur 
Normierung benutzten Zahlen a=1-+ ul, =, so wird 

L,(9/y 9) = sı(u)..e mod. |, 





1+ul,d 


[ )#1 ist 


!) Es ist sicher Z(x(0)/y(0))=}=0 mod.l1, weil wegen sı (u) == 0 mod. das Symbol 
(siehe ds. Journ. Bd. 153, S. 197, (6.). 
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und es ist zu zeigen, daß auch nach der ‚„‚ilbertschen Normierung‘“ 
1+ul,Z ER (u).e 
Su u eh 


herauskommt. Das ergibt sich aber unmittelbar aus den in meiner früheren 
Arbeit!): ‚Das allgemeine Reziprozitätsgesetz und seine Ergänzungssätze in 
beliebigen algebraischen Zahlkörpern ...‘“ a. S. 198/199 angestellten Betrachtungen, 
denen ja genau derselbe Gedankengang für die dort notwendige Konstanten- 
bestimmung zugrunde liegt. 

Ob im Falle, daß e durch / teilbar ist, eine ähnliche Normierungsregel, die 
allein vom Körper k(l) ausgeht, angebbar ist, vermag ich nicht zu entscheiden. 

Es sei noch bemerkt, daß der Fall ! = 2, der von vornherein ausgeschlossen 
wurde, einer solchen Normierungsbetrachtung nicht bedarf, weil nur die eine 
prime Restklasse 1 mod. 2 existiert. 








!) Ds. Journ., Bd. 153, S. 192 ff. 











Über die Beziehungen zwischen Logarithmus 
und Numerus in einem $-adischen algebraischen Körper. 


Von A. Disse in Bremen. 





Die vorliegende Arbeit steht in engem Zusammenhang mit einer Anzahl 
von Abhandlungen, die Herr Ä. Hensel vor einiger Zeit in dieser Zeitschrift ver- 
öffentlicht hat }). 


In der ersten dieser Arbeiten hat er die von ihm in der ‚Zahlentheorie‘‘ von 
1913 geschaffenen analytischen Methoden auf algebraische Zahlen angewendet 
und für die Zahlen eines algebraischen Körpers Ä(p) in bezug auf einen belie- 
bigen Primteiler p eine Exponentialdarstellung angegeben, wodurch jeder Zahl 


ein eindeutig bestimmter Logarithmus zugeordnet wird. In den folgenden Ab- 
handlungen hat er dann die Zahlen von Ä(p) mit Hilfe einer anderen multipli- 
kativen Darstellung auf rein arithmetischer Grundlage weiter untersucht. Er 
hatte nun den Wunsch, daß die logarithmische Methode auch auf jene Unter- 
suchungen angewendet würde, um die Ergebnisse seiner Forschungen auf anderem 
Wege wiederzugewinnen und möglichst einfach und naturgemäß zu begründen. 
Auf seine Anregung hin habe ich eine solche Untersuchung in Angriff genommen, 
und es hat sich dabei diese Behandlungsweise in der Tat als sehr naturgemäß 
erwiesen, weil sie einerseits die Gesetze der untersuchten Körper und den inneren 
Grund der auftretenden Irregularitäten besonders durchsichtig erkennen läßt, 
andererseits die Anwendung auf spezielle Körper ohne viel Rechnung gestattet. 
Es bedurfte dazu einer Betrachtung des Zusammenhangs zwischen Logarithmus 
und Numerus. Dabei haben sich eine Reihe einfacher Beziehungen ergeben, 
die im folgenden dargestellt werden sollen. 





ı) 1. „Untersuchung der Zahlen eines algebraischen Körpers für den Bereich eines beliebigen 
Primteilers.*“ Band 145, S. 93—113 (zitiert mit H.I). — 2. „Die multiplikative Darstellung der 
algebraischen Zahlen für den Bereich eines beliebigen Primteilers.* Band 146, S. 189—215 (zitiert 
mit H. II... — 3. „Untersuchung der Zahlen eines algebraischen Körpers für eine beliebige Prim- 
teilerpotenz als Modul.“ Band 146, S. 216—228 (zitiert mit H. IlI.). — 4. „Allgemeine Theorie der 
Kongruenzklassengruppen und ihrer Invarianten in algebraischen Körpern.“ Band 147, S. 1—15 (zitiert 
mit H. IV). — 5. „Zur multiplikativen Darstellung der algebraischen Zahlen für den Bereich eines 
Primteilers.“ Band 151, S. 210—212 (zitiert mit H. V.). 











4. Disse. Über die Beziehungen zwischen Logarithmus und Numerus. 179 


$ 1. Berechnung von Ordnungszahl und Index der Hauptlogarithmen. 


Nach der ersten der erwähnten Henselschen Arbeiten besteht für jede Zahl 
ß des p-adischen algebraischen Körpers Ä(p) die einfache Exponentialdarstellung 


(1) P=awe (p), 
wo rz eine Primzahl e-ter Ordnung und f-ten Grades, w eine primitive (p! — 1)te 
Einheitswurzel in X(p) und e eine p-adische algebraische Einseinheit „= 1 + 
bedeutet. Der sogenannte ‚„Hauptlogarithmus‘‘ /! von ß ist durch die logarith- 
mische Reihe 


5 
(2) I=-lgil+9)=1—-5 


eindeutig bestimmt !). Es sei nun 
(3) n=1+&=1+nrtwE,, 
wo k den Grad, s den Index der Einseinheit und £, wieder eine Einseinheit 
bedeutet. Ihren Hauptlogarithmus kann man dann in der Form schreiben: 
(4) loegn =! = nt w” &,; 


darin heißt o, die Logarithmenordnung, o der Logarithmenindex, und £, ist eben- 
falls eine Einseinheit. Zwischen Grad k und Logarithmenordnung o, einerseits 
und den beiden Indizes s und o andererseits bestehen nun einfache Beziehungen. 
Für die Ordnungszahl gilt der Satz: 


Ist k der Grad einer regulären Einseinheit, so hat die Ordnungszahl 
ihres Hauptlogarithmus den Wert 


(5) 0: = p*k — #8, 
wo p* die niedrigste Potenz von p ist, für welche 
[4 
(6) p*k ae | 


ist. Bezeichnet man die größte in dem Bruch — © _ enthaltene ganze 


Zahl mit r?), setzt also 





| # 
(7) (|. 
so lautet die Bedingung 
(6a) pk>r. 


Nur wenn e die Form 
(7) e = op !(p—1) 





ı)H. 1L,8$1,S. 9. 
2) Diese Bezeichnungsweise steht in Einklang mit H. II, $ 4, Formel (1), S. 202 und den 
folgenden Abhandlungen, während in H. ], $ 1, Formel (4), S.96 r als kleinste ganze Zahl oberhalb 





Pa 1 definiert ist, so daß also r durch (r+ 1) zu ersetzen ist, was beim Vergleich der Formeln 
zu beachten ist. 
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besitzt, wobei e, nicht mehr durch p teilbar ist, treten in gewissen 
Körpern irreguläre Einseinheiten der Grade 


e e P 
ul) —  tp= ed  ” 
ö Pippi) RP vr.—1 " p—1 
auf, deren Logarithmenordnung höher ist als der nach Formel (5) be- 


rechnete Wert. 


Der Beweis dieses Satzes läßt sich auf Grund einer geometrischen Veran- 
schaulichung einfach durchführen. 











m 


Trägt man für jedes Glied & der logarithmischen Reihe (2) den Nenner m 


R 
= 
E 
h 
A 
A; 
E 
Pi; \ 
E: 
H 
m. 


als Abszisse und die p-adische Ordnungszahl P,, als Ordinate in ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem ein, so kann man die erhaltenen Punkte so durch einen 
Streckenzug begrenzen, daß sämtliche Punkte auf demselben oder oberhalb des- 


selben liegen. Für den Verlauf dieses Streckenzuges sind nur die Punkte maß- 
pV 


gebend, die zu Gliedern von der Form gehören. Es läßt sich nämlich 








zeigen, daß alle zwischen P,_ı mit den Koordinaten (p”-1, P,_,) und P, mit den 
Koordinaten (p”, P,) gelegenen Diagrammpunkte oberhalb der Verbindungssehne 


P,-ı P, liegen. Ein solches Zwischenglied hat nämlich die Form 
h 








"alla +ap 





yirap mit zupprimem a=0,1,..., r—1i1undOshsov—1, 


hat also wegen &®n* und p®n* die Ordnungszahl 
PA= p'k+ap*k— he. 


Die Steigung der Verbindungssehne P,P,-ı ist dann gleich 








P—P,-; _p'k+aptk—he—- p"k+(v—1)e 
pri .. a pt — pr! ap" 
R Kun San... 08 4 
=k+ ap* = k; Ä 


die Steigung der Verbindungssehne P, P,_, dagegen hat den Wert 
P,—P.ı' . Pk—re— prik+(r—1)e 














p u gr pr (p BER 1) 
oder 
e 
8 ta, =k— ei, 
% ai PR—N | 
Also können in der Tat keine anderen Punkte auf dem aus den Verbindungssehnen 
P,Pı; P,Ps; ... gebildeten Diagramm oder darunter liegen. Man erhält also 


p’ 





einfachere Diagramme derselben Art, wenn man nur die Glieder der Form 


darstellt, indem man die Nennerexponenten » als Abszisse und die Ordnungs- 
zahlen P, = prk — ve als Ordinate einträgt. Der Ausdruck (8) für die Rich- 
tungskonstante geht für dies neue Diagramm über in 
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Burn P,—P,-ı er R 
(8a) tga,= Tora ‚Ser | Yaak !k(p 1) e, 


daraus kann man den Verlauf jeder Diagrammsehne sofort ablesen. Alle Sehnen, 








für die p=!k > s . 1’ also » größer ist als der durch (6) eingeführte Exponent 


x, steigen, und zwar mit wachsendem » immer steiler. Alle Sehnen, für die 





e ’ 
p'k< R also »< x ist, fallen, und zwar mit wachsendem » immer flacher. 


e 


ze 





was nur für e = e,p*!(p—1) bei Graden von 


Ist endlich p!k= 


der Form 
= 6 pP! (=0,1,..,%—1) 


eintreten kann, so verläuft die eine Sehne 

P,-ı P, am el Pu . 
welche zugleich die niedrigste ist, parallel der Abszissenachse. Es entstehen daher 
3 verschiedene Typen von Diagrammen: 





t Bu Tp 
BY Ba % |” Age a 
BP 
/ o B, & 
B 17 1 
P 7 B, 7 Nu, B 


















































8 
> 1 ER Bi. 


ar ra Te kat Diehl a SE u ur 7 ET RE 


I. Das Diagramm besteht aus lauter steigenden Sehnen. Dann muß schon 
p’k> E30 
>r 
sein. Der tiefste Punkt des Diagramms ist der Anfangspunkt mit den Koordinaten 
0 und pk—0e=k; die Ordnungszahl der logarithmischen Reihe stimmt also 
in diesem Falle mit dem Grad der Einseinheit überein. 
II. Das Diagramm zerfällt in einen fallenden und einen steigenden Ast. 
P, ıst der Endpunkt der letzten fallenden Sehne, also der tiefste Punkt des Dia- 
gramms; seine Ordinate hat den Wert P, = p*k— xe und ist kleiner als die An- 
fangsordinate k, also gilt dasselbe von der Ordnungszahl o,; der logarithmischen 
Reihe. Dieser Typ kommt nur für «x >0, also für Nichtexponentialeinheiten, 


also n nach H.I, $ 1, S.94 eine sogenannte Exponentialeinheit 


deren Grad k< 





Bi dr .. 
1 ist, in Frage; er tritt bei diesen stets und nur dann auf, 
wenn k nicht die Form e,p" besitzt. 

III. Die tiefste Sehne des Diagramms läuft der Abszissenachse parallel; 
das tritt für die Nichtexponentialeinheiten der Grade e,p" ein, wo r die Werte 


0,1,...,»9— 1 durchläuft, Die Endpunkte dieser tiefsten Sehne haben die 


25* 
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Abszissen „— r—1=x—41 und „—r=x und die gemeinsame Ordinate 
P,=p*k— xe= p"!k— (x —1)e, die für« = 1, also = »„— 1, mit dem Grad 


k= pr '= übereinstimmt, für x > 1 dagegen tiefer als k liegt. Ist 


e 
p—1 
der Koeffizient von z"* von Null verschieden, so ist auch in diesem Fall die Loga- 
rithmenordnung g = P,, also gleich pr k— xe<_k; eine solche Einseinheit soll 
regulär heißen. Hebt sich dagegen in dem zu den Endpunkten der wagerechten 
Sehne gehörigen Doppelglied der Anfangskoeffizient fort, so ist eg, >P,, also für 
P.=k sogar größer als der Grad k =e,p”-!; eine Einseinheit, für die 
0: > p*k — xe ist, soll irregulär heißen. 


Damit ist der aufgestellte Satz bewiesen; es ergibt sich noch folgender 
Zusatz: 


Ist der Grad k einer regulären Einseinheit größer oder gleich r, so 
stimmen Logarıthmenordnung und Grad überein; ist k kleiner als r, so 
ist die Logarithmenordnung kleiner als der Grad. Unter den irregulären 
Einseinheiten dagegen kommen stets solche vor, deren Logarithmenordnung 
größer ist als der Grad. 


Verfolgt man die Änderung des Diagramms mit wachsendem k, so erkennt 
man, daß es mit dem Typ II beginnt, und zwar liegt für k = 1 die Spitze (x,, 0ı) 
am tiefsten und am weitesten nach rechts verschoben und rückt mit wachsendem 
k immer höher und immer weiter nach links, bis sie für k=r-+1 über den 
Anfangspunkt zu liegen kommt, so daß das Diagramm in Typus I übergeht. 
Ist e von der Form e, p*—!(p— 1), so tritt für die Grade &,, &oP; - - -, Co Pr! 
statt der Spitze eine wagerechte Sehne, also der Typus III auf. 


Als Abschluß dieser Betrachtung möchte ich die Berechnung der Loga- 
rithmenordnungen an einem Beispiel durchführen, um die Einfachheit des Ver- 
fahrens zu zeigen. Es sip=3, e=11l; alor= | == [1 =5. Dann 


ist für jedes k >5 jedes og; = k, also braucht nur eg, bis eg, berechnet zu werden. 
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Ich gehe jetzt zur Berechnung des Z,ogarithmenindex aus dem Index des 
Hauptgliedes der zugehörigen Einseinheit über. Auch hierbei haben sich einfache 
Zusammenhänge ergeben, die insbesondere für die Untersuchung der irregulären 
Einseinheiten von Bedeutung sind, Sie führen zu derselben einfachen Charakteri- 
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sierung der irregulären Einseinheiten, wie sie in den Aenselschen Arbeiten von 
einem ganz anderen Ausgangspunkt aus hergeleitet ist !). 


Besitzt zunächst der Grad der Einseinheit nicht die Form e, p", ihr Loga- 
rithmendiagramm also nicht den Typus III, so besteht zwischen dem Hauptglied- 
index s und dem Logarithmenindex o eine Beziehung, die der für die Ordnungs- 
zahl abgeleiteten Formel (5) genau entspricht. Es ist nämlich 

(9) o=p"s—xgq (mod. p —1), 
wo x genau wie bei der Ordnungszahl durch die Bedingung (6) p*k > r bestimmt 
ist, während g den Index der Primzahl p in dem betreffenden Körper bedeutet. 
Da sich nämlich p in der Form p = n*w”f, darstellen läßt, wo £, eine Einseinheit 
bedeutet, so hat das niedrigste Glied der logarithmischen Reihe die Form 

2. = wP’s- 2... — rk” +... 
woraus sich die Kongruenz (9) unmittelbar ablesen läßt. Für Exponential- 
einheiten kann a = s angenommen werden, da für diese x = 0 ist; also stimmen 
für diese das Hauptglied der Einseinheit und das Anfangsglied der logarıthmischen 


Reihe genau überein. 


Ist dagegen k= = gibt es nach dem Diagrammtypus III 


Pip—T) 
zwei Glieder von gleicher niedrigster Ordnung o,,; also erhält man wegen x = =, 
als Koeffizienten des Anfangsgliedes die Summe 


(10) wer + Perf (mod. p), 
wo £ eine Zahl eines vollen Restsystems modulo p, also etwa einen der Werte 
0,1, w,w?,... wr’-2 bedeutet. Aus dieser Kongruenz läßt sich eine einfachere 
herleiten, indem man sie mit w’“ multipliziert. Sie erhält dann die Form 

we + ws = Zw’a (mod. p). 
Ersetzt man darin noch w” durch den mod. p kongruenten Wert (— w), 
wo g den Index von (— p) in dem betreffenden Körper bedeutet, so kann man 
dafür schreiben 
wre — Te (— 1)" ww” (mod. p). 

Setzt man zur Abkürzung 

(11) x = w’”'* (mod. p) 
und berücksichtigt, daß die rechte Seite ebenfalls eine Zahl eines vollen Rest- 
systems modulo p darstellt, die mit £& bezeichnet werden möge, so erhält man die 
wichtige Kongruenz 

(12) yo(2) = er — zw =} (mod. p). 
Auf Grund dieser Indexkongruenz läßt sich nun eine einfache Unterscheidung der 


regulären und irregulären Körper durchführen. Ein Körper soll irregulär heißen, 
wenn er auch irreguläre Einseinheiten enthält, d. h. solche, deren Logarithmen- 





I) z.B. H. II, $ 3, S. 199; $ 4, S. 208. 
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ordnung höher ist als der nach Formel (5) berechnete Wert 0; = p*k— xe; er 
heißt regulär, wenn er nur reguläre Einseinheiten von der Logarithmenordnung 
0: = pk— xe enthält. Dann gilt der einfache Satz: 


Ein Körper X(p) ist stets und nur dann regulär, wenn in ihm die 
Kongruenz 


(13) y(zy= er — cw=0(0 (mod. p) 
keine von Null verschiedene Lösung besitzt. 


Existiert nämlich in X(p) auch nur eine von Null verschiedene Lösung x, 
der Kongruenz (13), so kann man eine Einseinheit ,=4+nr%°w* + -:- vom 
Grade e, so wählen, daß der zugehörige Wert (11) 

= wr*"'“ (mod. p) 
dieser Lösung x, modulo p kongruent wird, denn die Kongruenz p*-!s,= Ind. x, 
(mod. p— 1) ist stets lösbar. Dann ist 
ya) = Pr —-awWzrnP — uw =0 (mod. p); 
also verschwindet der Koeffizient des Anfangsgliedes der logarithmischen Reihe, 
also ist log 7, von höherer Ordnung als o,, = p*e, — xe, also enthält der Körper 
in der Tat eine irreguläre Einseinheit n.- 

Die Kongruenz (13) besitzt aber stets und nur dann von Null verschiedene 

Lösungen, wenn 

1 wer (mod. p), 
also w in K (p) eine (p — 1)-te Potenz ist. Dazu ist notwendig und hinreichend, 
daß g durch (p — 1) teilbar ist; es sei 


(14) g=g" (p—1) (mod. p!—1) 
Dann besitzt (13) die p verschiedenen Lösungen 
(15) ax, = a w‘” (mod.p) füra=0,1,..,p—1, 
denn es ist 
ylax)=Za: plz) a: p(w”)= 0 (mod. p). 
Andere inkongruente Lösungen kann die Kongruenz (13) nicht besitzen, da sie 


vom p-ten Grade ist. Für den Hauptgliedkoeffizienten der irregulären Einsein- 
heiten e,-ten Grades folgt daraus 





w*r= au" (mod. p), eg 1, 7 (mod. p—1) 


ist, denn das zugehörige x besitzt den Wert 
= (a we aw" =a %, (mod. p). 


Nach den Ergebnissen von S. 181 besitzen die Indexkongruenzen für die Grade 
&p'(tT=1,2,...9,— 1) ebenfalls die Form (10), wenn darin », durch », = 1, —r 
ersetzt wird, denn auch für sie enthält die logarithmische. Reihe zwei Glieder nie- 
drigster Ordnung. Führt man in (11) dieselbe Substitution aus, so gelangt man 
zu derselben Kongruenz (12). Besitzt also (13) eine von Null verschiedene 
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Lösung, so existieren auch für die Grade e,p* irreguläre Einseinheiten 
7 =1+ mr w'rr +: von zu hoher Logarithmenordnung. Wegen 


Bo. Pa da —1 u 
0,pr% 1 ui 0,0) De P’eo u A P* eo ae em 


gibt es darunter mindestens p — 1, deren Logarithmenordnung 0,0) > Q,0, sogar 


höher ist als ihr Grad eo — = =r. Die Hauptgliedkoeffizienten dieser irre- 


pP — 
gulären Einseinheiten haben die Werte 

wer = a w"r" (mod. p), 
wie aus der Kongruenz 


vw—1 „e-T—1l ( 


pP" g=P 80 pP) g (mod. p' — 1) 
leicht ersichtlich ist. Man hat also das Ergebnis: 


Ein Körper X(p) ist stets und nur dann irregulär, wenn sowohl e als 
Ind. (— p) durch (p — 1) teilbar ist, wenn also (—p) in Ä(p) eine 
(p— 1)-te Potenz ist!). Dann existieren in Ä(p) je (p— 1) nicht äqui- 
valente irreguläre Einseinheiten der Grade e,, &P, - - -, &p”' von der Form 
1 thema (NEE) 
deren Logarithmenordnungen og, ,, höher sind als die der übrigen Einsein- 
heiten gleichen Grades. 


Über Ordnungszahl und Index dieser irregulären Logarithmen läßt sich 
allgemein nichts aussagen, da sie nicht mehr vom Hauptglied der Einseinheit 
allein abhängen, sondern durch die folgenden Glieder und durch die Darstellung 
der Primzahl p in dem betreffenden Körper mit bedingt sind. Logarithmen- 
ordnung und -index können daher für äquivalente irreguläre Einseinheiten, d.h. 
für solche mit gleichem Hauptglied, ganz verschieden sein. 

Ist dagegen der Körper Ä(p) regulär, besitzt also die Kongruenz (13) keine 
von 0 verschiedene Lösung, so gehört zu jedem Wert von x = wP*""s, also auch 
zu jedem Hauptgliedindex s, ein und nur ein Wert E= w’t’#s, also ein ein- 
deutig bestimmter Logarithmenindex o. Zu verschiedenen Werten s, und s, ge- 
hören auch verschiedene Werte o, und o,, denn aus &, = £&, (mod. p) würde folgen 


p(2,)— (z,) _ («7 ums 25) wä (z, Fi %,) v" = (2, Be u — (z, —z,) u" =0 (mod. p), 
also 
%ı =2r, (mod. p). 


S 2. Die zu den Hauptlogarithmen gehörigen Numeri. 


Nach den Ergebnissen von $ 1 gehört zu jeder Einseinheit von Ä(p) ein ein- 
deutig bestimmter Hauptlogarithmus. In diesem Paragraphen soll der umge- 
kehrte Übergang vom Logarithmus zum Numerus näher untersucht werden. Es 
gilt darüber der Satz: 


ı)H. II, $ 5, S. 212. 
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Zu jeder logarithmischen Reihe. von KÄ(p) läßt sich durch ein end- 
liches Verfahren mindestens eine Einseinheit als Numerus berechnen. 


Für einen Logarithmus /, dessen Ordnungszahl o größer als r ist, bildet 
nämlich die Exponentialeinheit: 


(1) e-l+ +5 + 


den gesuchten Numerus!). Sein Meeen stimmt mit dem Anfangsglied des 
Logarithmus überein. Dazu zeige ich, daß alle Glieder der Reihe (1) von höherer 


Eu — new°4-.... Die Ordnungszahl des Gliedes ” 


Ordnung sind als das Glied Ti m! 


hat den Wert?) 
e 


te 


also die Differenz jener Ordnungs- 





aizı a 
diejenige von Ti ist e — — { 


zahlen 


or } Er —— (m — 1). 


Ist nun e >r, so ist ieh >0, während „m —1>0 ist, also ist die 


Differenz immer positiv, also das Anfangsglied in der Tat von der niedrigsten 
Ordnung. 

Für Logarithmen, deren Ordnungszahl kleiner oder gleich r ist, konvergiert 
dagegen die Exponentialreihe (1) nicht, also kann sie nicht den gesuchten 
Numerus liefern. Doch lassen sich in diesem Falle zunächst Grad und Index 
des Hauptgliedes der zugehörigen Nichtexponentialeinheit aus Logarithmen- 
ordnung e und Logarithmenindex o bestimmen. Ist der vorgelegte Logarithmus 
regulär, d.h. hat seine Ordnungszahl die Form oe = pr k— xe, (vgl. $1, S. 179, 
Gl. (5)), so erhält man für den gesuchten Grad k des Numerus den Wert 


(2) 


Darin ist xe das kleinste Vielfache von e, für dasoe +xe>r ist. Der Index des 
Hauptgliedes ergibt sich bei einem Diagramm vom Typus II, also für k> e, pP", 
durch Auflösung der Kongruenz (9) von $ 1, S. 183 zu 


(3) s — (mod. pP — 1). 
Da p* und (p— 1) teilerfremd sind, ergibt sich daraus zu jedem beliebigen Wert 
von o ein eindeutig bestimmter Wert von s. Bei einem Diagramm vom Typus III 
dagegen, also wenn sich aus (2) für k ein Wert von der Form e, p" ergibt, ist die 
EHE 


1) H. L 8 1, S. 9. 
2) Hensel, Zahlentheorie, Kap. VI, $ 2, S. 111, (3) und persönliche Mitteilung des Verfassers. 
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(4) = ar — zw’ (mod. p) 
nach £= w?”"* (mod. p) aufzulösen, was durch eine endliche Anzahl von Ver- 
suchen geschehen kann. Also läßt sich auch für diesen Typus aus dem Index 
eines regulären Logarithmus der Hauptgliedindex s des Numerus bestimmen. 

Ist dagegen der vorgelegte Logarithmus irregulär, d.h. ist seine Ordnungs- 
zahl höher als der nach (5) von $ 1 sich ergebende Wert, so kann der Fall eintreten, 
daß (2) keinen ganzzahligen Wert für k liefert, oder daß die Indexkongruenz (4) 
nicht nach x auflösbar ist. Dann muß aber die gegebene logarithmische Reihe 
mit einem der irregulären Logarithmen Z,,: von höchster Irregularitätsordnung, 
die am Ende dieses Paragraphen (Seite 197) hergeleitet werden, das gleiche An- 
fangsglied besitzen. Also muß der gesuchte Numerus mit einer der irregulären 
Einseinheiten von höchstem Irregularitätsgrade (vgl. S. 198) in den Anfangsgliedern 
übereinstimmen. Da diese nur in endlicher Anzahl vorhanden sind, führt auch in 
diesem Falle eine endliche Anzahl von Versuchen zum Ziel. 


Hat man auf diese Weise zu dem vorgelegten Logarithmus != new’ + - - - 

eine zweigliedrige reguläre Einseinheit 
„=1+rtw 
bzw. eine aus einer endlichen Anzahl von Gliedern bestehende irreguläre Einseinheit 
Malte Wera +: -- Harn 
von höchstem Irregularitätsgrade bestimmt, deren Logarithmus /, dasselbe An- 
fangsglied n?w° besitzt, also zu Z äquivalent ist, so ist die Differenz 
i—L=i, 

ein Logarithmus von mindestens g;+1-ter Ordnung. Die Differenz zweier Loga- 
rithmen ist nämlich wieder ein Logarithmus; ihre Ordnungszahl ist größer als o,; 
also hat sie mindestens den Wert og,,,. Aus dem Anfangsglied von ];, = am +. 


kann nach demselben Verfahren eine reguläre zweigliedrige Einseinheit »7,, = 1 + n&w" 
von dem höheren Grade k, oder eine irreguläre mehrgliedrige Einseinheit 7,, von 
höchstem Irregularitätsgrade mit äquivalentem Logarithmus bestimmt werden. 
So fortschließend gelangt man nach einer endlichen Anzahl von Schritten zu 
einem Logarithmus /,;ı, dessen Ordnungszahl größer als r ist, zu dem also die 


Exponentialeinheit e”+! als Numerus gehört. Aus dieser additiven Zerfällung 
des Logarithmus 

(5) I=h,+l,+ +, + + 
folgt durch Übergang zum Numerus für die zum Logarithmus l gehörige Eins- 
einheit der Wert 

6) n=Ml+rkw)(i + am). (d Hm 4... am). ertl, 
Also läßt sich in der Tat zu jedem Logarithmus mindestens ein Numerus durch 
ein endliches Verfahren berechnen, auch wenn er eine Nichtexponentialeinheit ist. 
Er soll der ‚„Hauptwert‘‘ des Numerus heißen und auch dann symbolisch mit & be- 
zeichnet werden !), wenn die Exponentialreihe (1) nicht konvergiert. 





1) H.1,8$ 4, S. 105. 
Journal -für Mathematik. Bd. 154. Heft 8. 26 
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Aus dieser Berechnung ergibt sich, daß nicht jede beliebige p-adische Reihe 

(7) yzny? +ntt!wı---- 
als Logarithmus einer Einseinheit desselben Körpers aufgefaßt werden kann. 
Die logarithmischen Reihen bilden vielmehr im allgemeinen einen eigentlichen 
Teilbereich von Ä(p), dessen Elemente sich nach der Definition der Logarithmen 
durch Addition und Subtraktion wiedererzeugen, also einen Modul. Ist zwar 
e>[r, so ist y stets eine logarithmische Reihe, denn dann konvergiert die Ex- 
ponentialreihe 


2 
e-i+h+5+--- 


und stellt eine eindeutig bestimmte Einseinheit dar. Ist dagegen o<r, so sind 
die Glieder der Reihe (7) gewissen Bedingungen unterworfen, damit sie dem Modul 
der logarithmischen Reihen angehört. Zunächst muß das Anfangsglied der Reihe 
mit dem eines regulären oder eines irregulären Logarithmus übereinstimmen. 
Da sich, wie in einer folgenden Arbeit gezeigt wird, die irregulären Logarithmen 
auf eine endliche Anzahl von solchen von höchster Irregularitätsordnung zurück- 
führen lassen, kann man die Übereinstimmung mit einem solchen durch eine end- 
liche Anzahl von Versuchen feststellen. Damit andererseits Übereinstimmung 
mit dem Anfangsglied eines regulären Logarithmus stattfindet, ist notwendig, daß 


. er eine ganze Zahl ist. Hat diese nicht die Form e, p”, so ist diese Bedin- 


gung auch hinreichend, denn die Indexkongruenz o= pxs—xgqg (mod. p — 1) 
ist wegen (p*, pP — 1) = 1 für jedes beliebige o nach s auflösbar. Die für k = e,p", 
also für reguläre Logarıthmen vom Diagrammtypus III auftretende Indexkon- 
gruenz 
g=rP — zw’ (mod.p) 
dagegen ist dann und nur dann für jeden beliebigen Wert von £ nach x auflösbar, 
wenn die Kongruenz o(2) = 2? — zw’ =(0 (mod. p) keine von O0 verschiedene 
Lösung besitzt, wenn also Ä(p) nach $ 1, S. 184 regulär ist. Wenn nämlich die 
Kongruenz 
yo) = Pr —zwW=( (mod.p) 
die p verschiedenen Lösungen 
ax, =aw” (mod.p) füra = 0,1, ....,D—1 

besitzt, so gehört zu je p inkongruenten Zahlen 

& ta, =x, + aw” (mod. p) 
derselbe Wert &, = g(z,), denn es ist 

p(Xı + am) (a — zw) + al — 2,wW) = p(21) + ap(z,) = £&, (mod. p). 

Also kann (x) = £& (mod. p) in solchen Körpern nur p’-! inkongruente Werte 
annehmen; also besitzt für die übrigen (p’— p’-!1) Werte von £ die Index- 
kongruenz keine Lösung. 


Erfüllt nun das Anfangsglied von y entweder die irregulären oder die regu- 
lären logarithmischen Bedingungen, so bestimmt man nach dem obigen Ver- 
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fahren eine reguläre oder irreguläre Einseinheit mit äquivalentem Logarithmus /, 
bildet die Differenz y— ! und untersucht deren Anfangsglied, das sicher von 
höherer Ordnung ist als v9, ebenso. Da man die Untersuchung nur bis zu einem 
Gliede (r + 1)-ter Ordnung fortzusetzen braucht, kann man in der Tat durch 
ein endliches Verfahren entscheiden, ob eine vorgelegte Reihe ein Logarithmus 
ist oder nicht. 

Es muß nun noch die Anzahl der zu ein- und demselben Logarithmus ge- 
hörigen Numeri festgestellt werden. Diese Frage beantwortet folgender Satz: 


In jedem Körper gehören zu einem Logarithmus genau p“ Numeri, 
wo p*= der Exponent der höchsten in Ä(p) enthaltenen Einheitswurzeln ist, 
der eine Potenz von p ist; sie unterscheiden sich nur um Potenzen einer pri- 
mitiven p#-ten Einheitswurzel. 


Damit nämlich eine Zahl © =n“w>e von K(p) eine p#-te Einheitswurzel 
ist, müssen folgende drei Bedingungen erfüllt sein: 
1) apr =0, also a=(, 
(8) 2) bp = 0 (mod. p' — 1); alsob =n: (p —A), 
3) cp" =0, alsoc=(0. 
Also sind die p“-ten Einheitswurzeln Einseinheiten vom Logarithmus 0. Da ihre 
Logarithmenordnung + oo höher ist als ihr endlicher Grad, sind sie irregulär. 
Folglich ist für eine beliebige Einseinheit 


logn =logn +n logo = log (n -w"), 
d.h. die p* Einseinheiten 


(9) N, 00, mw, We, 
die aus dem Hauptwert n durch Multiplikation mit den Potenzen einer primitiven 
p"-ten Einheitswurzel hervorgehen, besitzen denselben Logarithmus. 

Es ist also nur noch zu untersuchen, unter welcher Bedingung Ä(p) die 
p*-ten Einheitswurzeln enthält, und welche Werte « annehmen kann. Man 
kann dafür das einfache Kriterium aufstellen: 


In einem Körper existieren stets und nur dann von 1 verschiedene 
Einseinheiten » vom Logarithmus 0, wenn sich in ihm irreguläre Einsein- 


heiten angeben lassen, deren Logarithmenordnungen oberhalb r = 

liegen. 

Ist nämlich logo = 0, so ist a fortiori llg®o=(0 (mod. prt!); also ist die 
Bedingung notwendig. Ist andererseits „=41 + n'w, + --- eine irreguläre 
Einseinheit, deren Logarithmus log n = n’+"w, + : :: von höherer als r-ter Ord- 
nung ist, so existiert eine Exponentialeinheit (r + n)-ten Grades 7, = er’ ""un + +: 
von gleichem Logarithmus, und &;= 7 ist dann eine Einseinheit vom Grade 


n 


e.p" vom Logarithmus 0. Dann ist #””" die niedrigste Potenz von o.. welche 
0 g i i’ 


Exponentialeinheit ist; ihr Logarithmus p*" logo; hat den Wert 0, also ist der 
zugehörige Numerus gleich 1. Es ist daher in der Tat 


26* 
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(10) a" =1 (p), 
also w; eine p%*-*-te Einheitswurzel. Da r die Werte 0,1, ... »„»—1 durch- 
laufen kann, sind für u die Werte 1, 2, ---, », möglich. Es gilt also der Satz: 


Die höchsten irregulären Einheitswurzeln vom Logarithmus Null, 
die in einem Körper von der Primteilerordnung e = e&,p”—!(p — 1) auf- 
treten können, sind die p*”-ten. 


Aus dem obigen Kriterium ergibt sich zunächst eine sehr einfache Bedin- 
gung für die Existenz der p-ten Einheitswurzeln: 


In K(p) existieren stets und nur dann die p-ten Einheitswurzeln, wenn 
sowohl e als Ind (— p) durch (p — 1) teilbar sind, wenn also 


(11) (— p) = nen Me) +... 
in K(p) eine (p — 1)-te Potenz ist. 
Ist nämlich (—p) =mwr +... = an Mom do-1) +... ., 80 ist N) =1 + eu) 


eine irreguläre Einseinheit vom Grade r = gt ihre Logarithmenordnung 


Also ist 





liegt also nach S. 182 oberhalb r < «0 = —: 


1 + me” wo” A Hm) Le, + 


on (14) 





o, — 


eine Einseinheit vom Logarithmus 0. »? ist sicher von höherem als r-tem Grade, 


besitzt daher als Exponentialeinheit vom Logarithmus 0 den Wert 1. Folglich 
ist ©, in der Tat eine p-te Einheitswurzel. Entsprechend läßt sich aus 


ed 4 + a wet a füra=1,2,..,p—1 


je eine p-te Einheitswurzel herleiten, so daß mit der 1 zusammen genau p p-te 


Einheitswurzeln in Ä(p) enthalten sind. 
In $ 1, S.4185 ist gezeigt, daß ein Körper, in dem sowohl e als Ind (— p) 
durch (p — 1) teilbar sind, irregulär ist, also kann man den obigen Satz auch so 


aussprechen: 
In einem regulären Körper existieren keine Einheitswurzeln, deren 


Exponent eine Potenz von p ist, also vollzieht sich dort der Übergang vom 
Logarithmus zum Numerus stets eindeutig. In jedem irregulären Körper 
dagegen existieren mindestens die p-ten Einheitswurzeln. 

Ich untersuche jetzt mit Hilfe desselben Kriteriums die Existenz der p?-ten 
Einheitswurzeln. Da jede p®-te Einheitswurzel zugleich eine p-te ist, müssen 
selbstverständlich die obigen Bedingungen erfüllt sein. Darüber hinaus ist not- 
wendig, daß e mindestens durch p teilbar ist, denn der Grad einer primitiven 


p?-ten Einheitswurzel muß die Form e() = reg | besitzen; es sei 


(12a) e = ep !(p— A) =edp(p—1), wo w,>1 ist. 
Da Ind (—p) nur modulo (p— 1) bestimmt ist, kann man ihm die ent- 
sprechende Form 


| 





m: | 





Ba aaa 011.0 27 2220 0 ZEN San PT EN So Tree See Zen re ren > > Pre — 





rn en 


BAT 


1% ” 
Be; 
2 





ER Te in ne z 
ET DEREN LE TRIER na a rn N 
’ FEIERT ENTE UN his za 


a er % 





A. Disse, Über die Beziehungen zwischen Logarithmus und Numerus. 


(12 b) = pP (p—1) = Er p(p—1) 
geben. 
Setzt man zur Abkürzung 


so daß also J/, einer p(p — 1)-ten Wurzel aus (— p) äquivalent ist, so ist 
(13) malt "!=41+I, 


eine irreguläre Einseinheit vom Diagrammtypus III, bei der die beiden Endglieder 
der wagerechten Sehne sich fortheben. Es fragt sich nun, unter welcher Be- 
dingung eine zu 1 + //, äquivalente Einseinheit bestimmt werden kann, deren 
Logarithmenordnung in bezug auf rn oberhalb r, also in bezug auf /7, oberhalb 


= — p liegt. Wegen (— p) = IP?” kann man ansetzen 


Kan D zu Berg + IT w,£,); 


wo £, wieder eine Einseinheit bedeutet, denn es leuchtet ein, daß diejenigen Ent- 
wicklungsglieder von (— p), die in den p-ten Näherungswert von log (1 + /T,) 
eingehen, auch nur von //, abhängen können, wenn dieser verschwinden soll. Dann 


enthält die logarıthmische Reihe 


14) L=lgl +M)=M M, wit 
( ) ng. og ( 7 # oa HIro) 





m 


nn 1 - 
I (140,5) 





für p > 2 folgende von z freie Ordnungszahlen unterhalb p +1: 








15) 5 ip— p(p—i1) für i=2,3,..,p—1, 
em 2) i für i=1,23,..,p—1. 
Die niedrigste unter ihnen ist 2p — p(p— 1) von dem Gliede 
—_ [PP Ir >rP-D - 
TE Me +... Dazu läßt sich nach Formel (2) und (3) dieses 


2p 2 
Paragraphen stets ein Zusatzlogarithmus 
2 


1, = log(1 -— 7) 


mit demselben Anfangsglied 


_—_ TI P4 — IE — 4)? mr >P-2» 
+( x zn : pP ARE - , (mod. /T,) 
bestimmen, so daß die Differenz L — !, diese Ordnungszahl nicht mehr enthält. 
Da /, keine anderen Ordnungszahlen enthält als Z, und da die Differenz der beiden 
Glieder der Ordnung 2p — p(p— 1) wegen ?==2 (mod. p) mindestens die Ord- 
nung 2p— p(p—i1) +p(p—1) =2p > p besitzt, so hat das niedrigste von x 


3p—p(p—]1) 


freie Glied der Differenz L— !, die Form —— 3 . Auch dieses läßt sich 
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durch einen Zusatzlogarithmus 
IP 
u, = log (1 En = 
zum Verschwinden bringen. Das von x freie Anfangsglied der neuen Differenz 
L— 1, — I, mit der Ordnung 4p — p(p—-1) besitzt einen Koeffizienten, der sich 


aus denjenigen der in Z und /, auftretenden Glieder dieser Ordnung zusammensetzt; 
aber auch dazu läßt sich ein Zusatzlogarithmus 


= 108 (1 — 2) 


angeben, der es zum Verschwinden bringt. Auf diese Weise fortfahrend erhält 
man einen Logarithmus 


(16) A Ye Tue Er 
der keine Ordnungszahlen der Form ip— p(p—1) mehr enthält. 


Aber auch von den Gliedern :-ter Ordnung ist nur noch das erste vor- 
handen, wie man aus der Form der Zusatzlogarithmen leicht erkennt. Dieses 
Glied //, kann nun weder durch einen irregulären noch durch einen regu- 
lären Zusatzlogarithmus beseitigt werden. Da nämlich die gesuchte Einseinheit 
zu 1 +J//, äquivalent sein soll, käme als irregulärer Zusatzlogarithmus nur 


log (1 + m" we”) = log (1 + IT}) in Frage; dessen Ordnungszahl ist aber größer 
als p, also sicher nicht gleich 1. Für einen regulären Zusatzlogarithmus hin- 
gegen liefert die Berechnung des Grades nach S. 186 Formel (2) 


ERN.D . kme 
p 


also keinen ganzzahligen Wert; folglich existiert sicher kein Zusatzlogarithmus, der 
1 


eine Funktion von //, ist, sondern höchstens einer, der von II? — a) =I, 


abhängt. Dadurch würde aber sicher ein Glied //, mit einer Ordnung unterhalb 
1 


r +1 auftreten, zu dessen Beseitigung ein von //? =II, abhängiger Zusatzloga- 
. 1 
rithmus gewählt werden müßte u.s.f., bis ein von //,=nr abhängiger Zu- 


satzlogarithmus erforderlich wäre, der also in bezug auf x selbst keinen ganz- 
zahligen Grad mehr besitzen könnte. 





Also läßt sich nur dann die Ordnungszahl von Z in bezug auf //, über p hin- 
aus erhöhen, wenn das Glied /7, überhaupt nicht auftritt. Das ist nur dadurch 
möglich, daß es sich gegen ein Glied forthebt, das von den höheren Entwicklungs- 
gliedern von — p, also von x abhängt. Das niedrigste von x abhängige Glied 
kommt in den beiden Eckpunkten der wagerechten Diagrammsehne vor, also in 
I; . 
p 
2 


et) Aa 
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A. Disse, Über die Beziehungen zwischen Logarithmus und Numerus. 


Folglich hat es den Wert — IP??"*= ,,, also muß sein 


p-pp—1V)+z=1 ode z=pp—1)— (p—1)=(p—1) 
und w;, = 1. 
Für diesen Wert von x werden alle übrigen Glieder, die x enthalten, von höherer 
als p-ter Ordnung. 

Daß die Entwicklung der zu (— p) gehörigen Einseinheit keine Glieder 
unterhalb /7’""" enthalten darf, erkennt man folgendermaßen: Besäße (— p) 


auch nur ein solches Glied //w,, so hätte die niedrigste von p abhängige Ord- 
nungszahl von log(1 + //,) die Form p — p(p—1) +y. Das zugehörige Glied 
läßt sich aber nur dann erst durch einen Zusatzlogarithmus des Grades 
ER ie . mh... ty+pp—%) beseitigen, wenn y = (1! — 1) 


pP 
ist. Dann hat die Ordnungszahl den Wert ip — p(p — 1); der Koeffizient des 





p durch p teilbar 


Zusatzlogarıthmus L= log(1 + IT w‘) bestimmt sich also nicht aus einer solchen 
Kongruenz, wie sie im vorhergehenden geschildert ist, sondern hängt noch von 
w, ab. Dann verschwindet aber in L—1, das Glied /7} nicht mehr. Es kann 
auch nicht durch einen neuen Zusatzlogarithmus fortgeschafit werden, denn 


„tree 





ist nicht ganzzahlig. Also darf in der Entwicklung von (—p) 


kein Glied unterhalb 77?" vorkommen. 
Man kann daher für jede ungerade Primzahl das Ergebnis aussprechen: 


In einem p-adischen Körper existieren stets und nur dann die p?-ten 
Einheitswurzeln, wenn 


(17) — p=rw(1 + ae’ o—n®E)— IT (1 + —— £,) 


ist. Darin ist zur Abkürzung 


m BE). 
T=nwWe(—p),s und MA,=H# W—- op 


gesetzt, und £&, bedeutet eine beliehige Einseinheit. 


Eine Ausnahme kann nur für p =2 eintreten. Hier kommen in log (1 + /T,) 


nur zwei von x freie Glieder mit Ordnungen unterhalb p +1 =3 vor, nämlich 
18 

e mit der Ordnung 1 und .- mit der Ordnung 8— 3:2 =2. Das Glied IT, 

kann nicht durch einen Zusatzlogarithmus beseitigt werden, was genau wie für 

p > 2 bewiesen wird. Also muß zunächst genau wie dort 


—2=-NA1 + ”e&)=NA+I&)=In+IBE, 
sein. Für das Glied /T} ergibt sich für den Grad des Zusatzlogarithmus der Wert 


k=—.— =2; also muß er ein Diagramm vom Typus III besitzen. Die zuge- 


hörige Indexkongruenz 
vw, + wi =1 (mod. II,) 
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ist lösbar, wenn in Ä(p) die dritten Einheitswurzeln existieren, denn für diese ist 
1+w, +w?=0. Dazu muß p’—1 durch 3 teilbar sein, und das tritt stets 
und nur dann ein, wenn f gerade ist, denn es ist 2’ = (— 1)’ (mod. 3). Für unge- 
rades f dagegen ist diese Indexkongruenz nicht lösbar, denn ist w, eine m-te Ein- 
heitswurzel und m nicht durch 3 teilbar, so folgt aus dem Bestehen der Kongruenz 


1+w+w +: +w"= 0 (mod. I7,) 
die Unmöglichkeit der dreigliedrigen Kongruenz derselben Art. Also existiert 
in solchen Körpern kein Zusatzlogarithmus, der das Glied /7} zum Verschwinden 

bringt, sondern (— 2) muß in diesem Falle die Form besitzen 

—2=M1+M, +M&)= IH + +M8&, 
wie eine leichte Rechnung ergibt. Man erhält also den Zuastz: 

In einem dyadischen Körper, dessen Primteilernorm durch eine unge- 
rade Potenz von 2 teilbar ist, existieren stets und nur dann die 2?-ten Einheits- 


wurzeln, wenn 
3e 39 


18) —2=-M+M +) =aw+atw: +r w 
ist, wo £, eine beliebige Einseinheit bedeutet. 


2 


E 


Sc existieren z.B. in dem quadratischen Zahlkörper K(1 — :), für dne=2 
n? 





und /=1 ist, die Aten Einheitswurzeln, weil (— 2) = =? +n?+nt+ 

die obige Form hat, in dem quadratischen Körper K(1—V3) dagegen nicht, 
2 

weil darin (— 2) = — — = n? + n? (mod. 5) ist, also kein Glied der Form n*w% 


besitzt !). 
Die allgemeine Untersuchung der Existenzbedingungen für die p"-ten Ein- 
heitswurzeln läßt sich ganz entsprechend durchführen und führt zu dem Ergebnis: 


In einem p-adischen Körper, dessen Primzahl oberhalb n liegt, exi- 
stieren stets und nur dann die p"”-ten Einheitswurzeln, wenn 


I I? — 1.7" 
(19) -p=A(14 TER E ) 
Im" Im” an 
ist. Darin ist zur Abkürzung 
(19a) U=mw-(—p), 








u Li"; 
(19b) Ik= nm) = ae yrle) „Fe / Typ (füri=l,..,n—1) 


gesetzt, und £, bedeutet eine beliebige Einseinheit. 


Zum Beweise zeigt man ganz entsprechend wie im Falle n = 2, daß dann in der 
Reihe 


-. .. ‚AR 


(20) L =log(1 + M,_\) = Inmı — ER 4, 
das Glied der niedrigsten Ordnung 
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Schulen, zur Benutzung an Lehrerseminaren sowie für das Selbststudium gleichartig vor- 
gebildeter Leser. Jeder Band soll ungefähr den’ Inhalt einer einsemestrigen Vorlesung umfassen. 
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Die Sammlung wird fortgesetzt 
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wie er aus den grundlegenden Bearbeitungen von Kirchhoff, Helmholtz, Boltzmann, Planck und anderen, 
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haben, das Wesentliche zusammenstellt und mit Takt auswählt, verdient größte Anerkennung und wird 
dem Verfasser den Dank von Lehrern und Studierenden sichern. Zeitschrift für physik. Chemie: 
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Die Prinzipe der Dynamik. Von Dr. Clemens Schaefer. Mit 6 Figuren im 
Text. 1919. Oktav. IV, 76 Seiten. M. 2.50 


Das Buch bietet auf kleinem Raume eine Fülle bedeutsamen Stoffes. Dabei ist die Darstellung 
auch im einzelnen von einer bewundernswerten Einfachheit und Verständlichkeit. Zeiischr. f. Zlektrochemic., 
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Das allgemeine Reziprozitätsgesetz der /-ten Potenzreste 
für beliebige, zu 2 prime Zahlen in gewissen Ober- 
körpern des Körpers der /!-ten Einheitswurzeln. 

Von Helmut Hasse in Halle. 


In meiner früheren Arbeit!) habe ich das allgemeine Reziprozitätsgesetz 
der /-ten Potenzreste (l ungerade Primzahl) für beliebige zu /! prime Zahlen im 
Körper k; der !-ten Einheitswurzeln behandelt und gezeigt, wie sich dort der durch 


[PIOBaRE 


bestimmte Exponent o(«, $) des sog. Umkehrfaktors als Funktion der Zahlen 
a und $ ausdrückt. In dieser Arbeit will ich dieselbe Frage für gewisse Ober- 
körper k von k; in Angriff nehmen, nämlich solche, für die der Primteiler 
[= (A) = (1 —£) von lin k: beim Übergang zu k eine Zerlegung der Form 


I=Ihl,...L.; (k vom Grade und Relativgrade f;) 


erfährt, also die Relativordnungen der Primteiler I; von ( in k sämtlich gleich 
1 sind. Der Fall! = 2 darf hier beiseite gelassen werden, da ich bereits in einer 
früheren Arbeit?) das hierhergehörige Resultat vollständig hergeleitet habe. 
(R.G. I., S. 200). 

Für die genannten Körper k werde ich die obige Frage vollständig, d.h. ohne 
eine andere einschränkende Voraussetzung über a und ß, als die naturgemäße: 
„a, ß prim zu ! und kernprim zueinander‘ lösen. 

Ohne Einschränkung darf dabei im folgenden stets die Bedingung: 
„a,®=1 mod. I‘ zugrunde gelegt werden. Denn hat man das Problem hierfür ge- 
löst, und sind a ß zwei nur der ersten Bedingung unterworfene Zahlen, so ist doch 


ar n-14mod.I; ge -1=1mod.l 


a\P\ u 
und der Umkehrfaktor (E gleich dem mit jenen Potenzen von a, ß ge- 





ı) H. Hasse, Über das allgemeine Reziprozitätsgesetz der I-ten Potenzreste im Kreiskörper 
kz der ten Einheitswurzeln und Oberkörpern von k,, ds. Journ. Bd. 154, S. 96 ff., im folgenden zitiert 


mit R. G. II. 

2) H. Hasse, Das allgemeine Reziprozitätsgesetz und seine Ergänzungssätze in beliebigen 
algebraischen Zahlkörpern für gewisse, nichtprimäre Zahlen, ds. Journ., Bd. 153, S. 192 ff, im 
folgenden zitiert mit R.G. 1. 
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bildeten, so daß man nur in dem für den speziellen Fall gefundenen (a, $) die 
Argumente a, ß durch jene Potenzen zu ersetzen hat, um die Formel des all- 
gemeinen Falles zu erhalten. 


Um die zu beweisende Formel anzugeben, sei R, der Körper der rationalen 
l-adischen Zahlen, R,(w;) der durch eine primitive (!" — 1)-te Einheitswurzel w; 
bestimmte /-adische Körper f;-ten Grades über R,, der als Unterkörper (Koef- 
fizientenkörper) in dem dem Primteiler I; entsprechenden A-adischen Körper %;, 
enthalten ist, und über dem k, = Rı(w,, £) = R,(w,, A) zyklisch vom Grade ! — 1 
ist. Ferner bezeichne $; die Spur von AR,(w;) nach R;, s: die Relativspur von k,, 
nach A;(w;). Schließlich sei für y==A1 mod.! unter logy die für den Bereich 
von I, also auch von jedem I, konvergente, und daher einer bestimmten Zahl jedes 
k,, gleiche A-adische Reihe 


zu BR | v—1 . 
gy= 29 N 


v=1 
verstanden. 
Dann werde ich beweisen: 


Für irgendzwei zueinander .kernprime a, B=1 mod. | aus k gilt: 














n tl s.(6*loga) 8.(6* log £) .—i I s; (log £) B—1 is. (log «) 
{ + (7) 2 ir } 


TEEN 


x=1 
Um diese Formel ohne Verwendung der Henselschen Begriffsbildungen anzu- 
geben, ersetze man zunächst (s. R.G. Il, Hilfssatz 1) log.a und log ß durch die 


in k liegenden, durch I teilbaren Näherungswerte mod. r, d.h. modd. I, m... 


v—1 v1 














Dann bestimme man den in Frage kommenden Kongruenzwert der Ausdrücke 
ji (£) mit durch I teilbarem £ auf folgende Weise: Man wähle eine solche primi- 
tive Wurzel o, mod. I,, daß 


; I 
oli-ı 41 mod. l;, 
-i 


und bestimme solche ganzen rationalen c,,, daß 
I-1 hl 


FRE j} v I 
E= ‚Zi j} ‚2, „& mod. |; 


ist. Dann ist 
hk-1 


i—1 
s,(£) = 2 s(A) 2 Cu 0” mod. /?, 
p}= y= 
wo s die Spur in k; bezeichnet, also 


4 i-1hi-1 
T s(d)= 2 Er Ca &% mod. |. 


Man ersetze also die Ausdrücke T s;(£) in obiger Formel durch die so gefundenen 








en x 
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Z Z cu»e&. Ums ( — ) zu erhalten, setze man 
p=lv=0 


1-1 , 
a=1—(2 Z a, e})A mod. l} 
und dann für u} den Ausdruck 


(Z.«, )= 2, ., o:' mod. /, 





und entsprechend bei s,; e En 1. 
Die $, der so entstehenden ganzen rationalen Ausdrücke ®,(o,) mit ratio- 
nalen Koeffizienten bilde man als die aus 
hl 


S,(®,(0,)) = 2 ®,(e;) mod. / 
bestimmte, ganze rationale Zahl. 
—1 
Eine einfachere Regel zur Bestimmung von 5 5) ohne Verwendung 


der Henselschen Begriffsbildungen, als die eben angegebene, sehr komplizierte, 
vermag ich im Falle eines allgemeinen Körpers k der obigen Eigenschaften nicht 
zu geben, so daß mir die Begriffe der Henselschen Theorie für die Darstellung des 
Reziprozitätsgesetzes nicht nur als der Natur der Sache am besten entsprechend, 
sondern auch geradezu unumgänglich erscheinen. 

Nur wenn k Galoissch ist, kann man die s, und $, mittels der Zerlegungs- 
gruppen 3, und Trägheitsgruppen 7, der Primteiler I, so erklären: 

S,(£) = 28/3, = Summe der aus & durch die Substitutionen von 3, 
entstehenden konjugierten, 

s,(£) = Z8E/%,= Summe der aus & durch die Substitutionen von 7, 
entstehenden konjugierten. 

Es sei noch bemerkt, daß für den Fall, daß « Zahl des Unterkörpers k; ist, 
die angegebenen Formel leicht in die in R.G. II, S. 109 für diesen Fall erhaltene 
übergeführt werden kann. Denn dann sind ja die auf « bezüglichen Spuren s, 
einfach die Spuren s in k;, also rational, und können vor die S, und die 2 treten, 


so daß man für den fraglichen Exponenten von £ den Ausdruck bekommt: 





l $,$ Lv 


_ s(ö-*log«) S (Z* log ß) a—1\S MR s (log «) — 
= Ex er +s(7z 2oge (0 mod. I, 


I—1 „etloge) ; zZ S, S; (£* log P) + ya z S, S; Ben. s (log a) m P im An! 
u; 








weil ja & $;5;(£) = S(£) einfach die nach den Körpern k,, zerlegte Gesamtspur 


5 von &in k ist, und im letzten Glied s,(&) = (s,(£))’ und S, (2) = S,(£) mod. 


benutzt werden darf. 
28* 




























) 
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Der Beweis obiger Formel verläuft ganz analog zu dem in R.G. II für k; 
geführten. Die Hauptschwierigkeit liegt in der Gewinnung des Analogons zu 
der dort benutzten Kummer -Hilbert- Takagischen Formel (2.), S. 97, die 


BR 
(3) £) durch die Kummerschen logarithmischen Differentialquotienten aus- 


drückt. Hierzu erweist es sich als erforderlich, die Theorie dieser logarithmischen 
Differentialquotienten auf die hier zu betrachtenden Grundkörper k zu verall- 
gemeinern, was zunächst geschehen soll. 


Wir betrachten dazu einen einzigen der Primteiler I; von [ in k, den wir 
mit I, bezeichnen und den zugehörigen Henselschen Körper k,. In diesem ist 
A=1—.£ eine Primzahl und AR,(w,) der Koeffizientenkörper. k, = R,(w,,&) ist 
zyklisch vom Grade Z! — 1 über R,(w,) mit der erzeugenden Substitution s = (£-> /’), 
wo r eine primitive (! — 1)-te Einheitswurzel aus R, ist. Die Elemente von A,(w,) 
sind bei s und seinen Potenzen invariant. 

Es sei nun @« = p(£)=1 mod. |, irgendeine Einseinheit aus k, in irgend- 
einer Darstellung als rationale Funktion x von Z mit Koeffizienten aus AR,(w,). 
Über die Funktion (x) machen wir dabei nur folgende Voraussetzung: Es sei 


o(x) = a als Quotient zweier ganzen rationalen Funktionen dargestellt und 


dabei die Zahlkoeffizienten von Zähler und Nenner so normiert, daß g(x) und 
h(x) ganzzahlige Funktionen in AR,(w,) sind, von denen mindestens eine primitiv 
ist. Dann soll für x = £ der Nenner k(£) prim zu I, sein. Es muß also h(x) das 
primitive sein, und wegen «==1 mod.I|, auch g(Z) prim zu Il, und g(x) primitiv. 
Wegen 

s(£) = g(1) mod. |, 

h(£)=hll) mod.l|, 
sind dann auch g(1) und A(1) prim zu I, und somit als Zahlen aus A,(w,) zu /!, und 
es ist 


si) __8ld) _ 


o(1) = AA) Ad)” e = 1 mod.|,, 
also 


o(l)—=A mod. 1. 


Wir ordnen nun « die Funktion (e”’) zu, wobei wir v» auf solche Argumente 
von R;(w,) beschränken, für die die Exponentialreihe 


»_ pr 

r  y y! (i) 
konvergiert. Nach den Ergebnissen von Herrn Hensel!) ist dies wegen !+2 
für alle » der durch v == 0 mod. bestimmten Umgebung von v = 0 aus A,(w,) 


der Fall. Für alle diese v ist wegen 
e = 1 mod.!, fe’) = h(1) mod. 


1) K. Hensel, Die Exponentialdarstellung der Zahlen eines algebraischen Zahlkörpers für den 
Bereich eines Primdivisors, Schwarz-Festschrift, Berlin 1914, S. 63/64. 








\w ei 
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der Nenner h(e’) von g(e’) prim zu /, also sicher von Null verschieden, so daß 
o(e’) für alle diese v definiert ist. Weiter ist dann 


o(e’) = AR = Ar —= (1) =1 mod. /, 


weil h(e’) und A(1) prim zu ! sind. Daher ist für alle jene » die logarithmische 
Entwicklung 


1.) 108 le) = FEN (er-iy W 
konvergent‘!) und läßt sich für die Umgebung von v = 0 in die Form 
(2) log He) = Su", () 
setzen, wobei die Entwicklungskoeffizienten sich aus 
(3.) = 5 [log »(e’)].-o ; (=0,1, 2...) 


berechnen lassen. Wir beweisen zunächst: 
Satz 1. Die Koeffizienten c, der Entwicklung (2.) sind ganze Zahlen von R,(w,). 
Beweis: Durch einmalige Differentiation von (1.) entsteht 


ER - EHRT FEe 


wo also die Nenner v weggefallen sind. Durch weitere Differentiation entstehen 
rechts unter der % nur ganze rationale Ausdrücke mit ganzzahligen Koeffizienten 


ing, @, @",... unde’”. Da 9, 9, %”,... nur Potenzen des Nenners h(e”) 
von @(e’) zum Nenner haben, und A(1), wie gezeigt, prim zu / ist, werden für 
v=0 alle jene Differentialquotienten ganze Zahlen aus A,(w), ebenso natürlich 
auch e® = 1, und somit die Koeffizienten (3.) füra =1, 2, 3,.... Daß endlich 
auch c, ganz ist, ist trivial, weil 
c, = [log al(e’)],-o = log (1) = 0 mod. / 

ist. 

Weiterhin gilt: 

Satz 2. Die Koeffizienten c,,...,cı_2 der Entwicklung (2.) sind mod.1 unab- 

hängig von der speziellen Darstellung 


= _g(%) 


der Zahl « ==: 1 mod.\, durch eine rationale Funktion g(£), die der 
oben genannten Bedingung genügt. Der Koeffizient «,_ı vermehrt 


’ 1)— y(1 
sich um FU—y) ‚ wenn @ durch w ersetzt wird. 


l 
Beweis: Sei y eine zweite rationale Funktion der genannten Eigenschaften. 


1) K. Hensel, Untersuchung der Zahlen eines algebraischen Körpers für den Bereich eines 
beliebigen Primteilers, ds. Journ. Bd. 145, S. 92 ff. 
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Dann ist 
Ye) _® _ 
ee 
und daher wegen der Irreduzibilität der k, über A,(w,) definierenden Grund- 
gleichung 
fa) =" +0”+...+24+1=0 

in R,(w,): 

vie) _ O1 47,0 

(4.) o(e”) =1 + x(e )/(e ); 

wo y(xz) eine mod. f(x) ganze, rationale Funktion mit Koeffizienten aus R;,(w,) ist. 
Wie man mittels des verallgemeinerten Gaußschen Satzes über primitive Poly- 
nome leicht bestätigt hat y, wenn man es in der gleichen Weise, wie oben », als 
Quotient zweier ganzen rationalen, in R,(w,) ganzzahligen Funktionen darstellt, 
auf Grund der Voraussetzungen über p und y für v = 0 einen zu / primen Nenner, 
so daß y,x',xX", ... fürv = 0 ganze Zahlen aus A,(w,) sind. Die rechte Seite von 
(4.) ist für alle v der oben angegebenen Umgebung von v» = 0 kongruent 1 mod. |, 
weil die linke es ist, und daher besteht unter Anwendung der Funktionalgleichung 
des Logarithmus die Entwicklung: 


(5.) log yle’) — log p(e’) = z 


und nach einmaliger Differentiation von (5.): 





te) He} (W 





ur Bi 
v 


(6.) Tlog y(e’) — Sog o(e”) 
” z (— 17 (ge) HE) X le) Her) + le) le} (I). 


Die rechten Seiten von (5.) und (6.) lassen sich wieder in der Umgebung von v = 0) 


a 


nach steigenden Potenzen von v entwickeln, wobei die Koeffizienten von — durch 


a-malige Differentiation von (5.) bzw. für a>1 durch (a — 1)-malige Differen- 
tiation von (6.) und ee von v gewonnen werden können. 


yi-1 „I? 
Um die Koeffizienten von — 1; Bar mean in (5.),d. h. die von 1,v,..., aa)! 
in (6.) mod. ! direkt zu bestimmen, denken wir uns in (6.) f, f,x,x’ nach Potenzen 


von v entwickelt. Nach der Bemerkung über x sind die Koeffizienten von 


i—1 
RE ERBE um in diesen vier Entwicklungen ganze Zahlen von R,(w,). Speziell 
gilt für f: 
: i—1 o ya t-1 m y-1 o ya I-1 
(7.) fl(e ) =2e u ee Ta! + EA m Ze i” mod. l, 


wobei die Kongruenz mod. ! das Übereinstimmen entsprechender Koeffizienten 
rechts und links mod. ! bedeutet; denn es ist ja 


Zr =! 0 mod.!, wenn u=(0,1,..,.1—2, 
i=0 —1 mod.!, wenn u=!1-—1. 








ind- 


ist. 
oly- 
als 
ellt, 
ner, 
von 


d.!, . 


ung 


ten 
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Durch Differentiation von (7.) folgt weiter 


i—2 


BD — __ hd = a ‚n+1 
f(e’) Ua zu ea u 2, i mod. /. 
1-2 
Um daher in (6.) die Koeffizienten von 1, v,..,- ap) I mod./ zu finden, darf 


man, wegen der Ganzheit der Nenner 4!,...,(2—4)! für den Bereich von / an 
2 


Stelle von f(e’) bzw. f’(e’) einfach 0 bzw. — setzen. Es liefert dann nur 


ee 
(1 —2)! | 
der erste Summand (» = 1) in (6.) einen Beitrag zu den fraglichen Koeffizienten, 


und dieser Beitrag ist 


a 2 5 
Daher folgt: 


a 


d de k 
u. Hog w(e'))=-o =. [110g ple’)])=o mod. I 
(a=1,23,..,1—2), 








i—1 i—1 


d d 
100 110g Her)]e=o = 7,71 108 Ple')Io=o — (1) mod. I 





Da schließlich 


N vi) _ = 
u” 1+x1) /A1)=1+ 1), 
_ UA) — y) 
also — v(1)=- 7 


ist, folgt wegen »(1)=1 mod. !: 


— (1) = uk. mod.!, w.z.b. w. 


Hiernach gilt: 


Satz 3. Ist« eine Einseinheit von k, und a= o(£) (l,) eine Dar- 
stellung von « als rationale Funktion von & mit Koeffizienten aus R,(w,), 
wobei »(x) als Quotient zweier ganzen rationalen, in R,(w,) ganzzahligen, 


primitiven Funktionen in der Form Te dargestellt für <=|[ einen zu 
[, primen Nenner h({) und dann auch Zähler g(£) hat, so sind die Aus- 
drücke 
l.(«) = log g(er))=o mod.!; (a=1,2,...,1—2), 
A 1)—1 
l;-ı(a) = [log o(e’)].-o + ei 2 —  mod./ 


mod. unabhängig von der speziellen Wahl von allein durch «& bestimmt. 
Sie heißen die logarithmischen Differentialguotienten von « für den Bereich 
von |\,. 


Über diese logarithmischen Differentialquotienten beweise ich folgende Sätze: 
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Satz 4. Ist a=1 mod.\, , so ist 
l(e)=0 mod. für a=1,2,...,1—2, 
und wenn sogar a=A mod. ist, auch 
lı-ıla)=0 mod. |. 
Beweis: Es kann im ersten Falle 


a=1+!yld) (h) 
gesetzt werden, wo y(£) für den Bereich von |, ganz ist, also etwa als ganze ratio- 
nale Funktion von £ mit ganzzahligen Koeffizienten aus A,(w,) gewählt werden 
kann. Dann ist 
p(e) =1 + 1y(e‘) 
und 
v ro — u v vo.,r 
log gr = ET) 


log ple) = EL-NTWENTLIE WM. 


Hierin sind alle Differentialquotienten der Glieder rechts für v = 0 ganze, durch 
l teilbare Zahlen aus A,(w,), woraus die Behauptung für den ersten Fall folgt, 


da ja hier das Normierungsglied en nicht in Frage kommt. Ist ferner 


sogar a=1 mod.Ii, so ist bei Benutzung der obigen Darstellung für «a: 
x(£2)=0 mod.|,, 
also x(1)=0 mod. |, 
ae = y(1)= 0 mod. |, 
so daß auch /,_ı (a) = 0 mod. ! wird, w.z.b. w. 
Satz 5. Es ist Llapß)= (le) + 1u(P) mad. / 


Wi 
(7) — J,(a) —1,(B) mod. / 
für irgendzwei a, $=1 mod. |, aus k,. 


Beweis: Sind „(e’) und y(e’) irgendwelche a bzw. ß zugeordnete Funk- 
tionen mit den erforderlichen Eigenschaften, so kann „(e’).. y(e’) als zugeordnete 
Funktion für a.ß verwendet werden. Es gilt dann 


log ple’) + log yle’) = log[ pe). yle')] (2) 
identisch in v. Also stimmen alle Differentialquotienten für v = 0 beider Seiten 
überein. Da wegen (1) = y(1)=1 mod.! außerdem 

1 I URN -N ma 


ist, folgt unmittelbar die erste Behauptung des Satzes. Die zweite folgt ebenso 
oder auch aus der Tatsache 


LA)=0 mod.!; (a=1,2,...,1—1) 
und der ersten Behauptung in bekannter Weise. 


(s=42...,1—1) 
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Satz 6. Sind a,ß=1 mod.\, und a—=ß mod." so ist 
l,(a)=l,(ß) mod.l; (a=1,2,...1—2). 
Ist sogar a= 8 mod. \ı, so ist auch 
l,_-ı(a) = 4,_ı(8) mod. |. 


Beweis: Es ist dann “ —1 mod. i' bzw. mod. li, woraus nach Satz 4 


und 5 alles folgt. i 
Satz 7. Es ist für a=1 mod. |;: 
lı(se) = r"l,(@) mod. ]; =12...3—1). 
Beweis: Zu sa gehört die Funktion „(e’””) und offenbar ist 


d« rv u de v 
Zu; 1108 Pe”) = = r" 110g Ple')I=0. 


Das beweist die Behauptung zunächst für a=1,2,...1—2. Füra=!—A 

gilt dasselbe, weil einerseits r!-'! = 1 (l) ist, also gar kein Faktor auftritt, anderer- 

)—1 

— 

Satz 8:1). Es sei v,,09,...,v; ein System von f linear unabhängigen, 
ganzen Zahlen aus R,(w,), ferner durch 


i—-1__ 
ae dan... 


e.—frF 


seits auch das Normierungsglied pi für « und s« dasselbe ist. 





8.(5) = —r" 


!—1 ganze rationale Funktionen von s mit ganzzahligen Koeffizi- 
enten aus R, erklärt. Dann bilden die fi! —A) +1 Einseinheiten 
“= (ll +00)" ;(a=1,2,...1—1; i=1,2,....f) 

. = 1+ 4 
ein Fundamentalsystem für die multiplikative Darstellung in k,, mit 
den Eigenschaften 


irre re. 


„ =1 (h) 
Ist ferner 
BEE a 
«= I IUrı%@, (l); (,, % mod.|) 


die Darstellung einer beliebigen Einseinheit « von k, durch dieses 
Fundamentalsystem, so gilt: 


} 
IKa)=(F e.0)- (—1)'al mod. 1. 
Beweis: Da sA"=r"4' mod. Ii*' ist, und die v; bei s invariant sind, ist 
lt ge)vA=14+0,A mod. 1; 


') Siehe die entsprechenden Tatsachen für k- in der Darstellung bei 7. Takagi, On the Law 
of Reciprocity in the Cyclotomie Corpus, Proc. of the Phys.-math. Soc. of Japan, Ser. 3, Vol. 4, 
1922. (Vgl. Anm. 4 in R. G. II, S. 97.) 
Journal für Mathematik. Bd. 154. Heft 4. 29 
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denn man findet 
g(r") = lim — r" Auer = —r" et ee Zageine (—1)=1 mod. |. 
Daher bilden die «,, mit x, zusammen ein Fundamentalsystem für die Darstellung 
aller Einseinheiten von k,. Daß «u  —=A (l,) ist, folgt aus 
(s — r)g,(s) = — rs —1) = 0. 
Um schließlich die letzte Behauptung zu beweisen, ist nach Satz 4 und 5 nur noch 
ae 3 : mod. /, für a+b u 
si) (A) alv, mod.!, füra=b 
nachzuweisen. Nun ist nach ös 5 und 7: 
1,0) = 1,1 + 02)99 — g,(r") I,(1 +9,%°) mod. 1. 
Da g,(r") = 0 für b +a, folgt der erste Teil. Für b = a ist g,(r")= 1 mod. I, also 
1%.) 1, +9) mod. 1. 
Als 1 +v,X" zugeordnete Funktion kann g(e') =1 +v,(1 —e”)* gewählt werden. 
Dann ist g(1) =1, so daß für a=1—1 der Normierungsfaktor wegfällt. 
Weiter ist 





log g(e) = 2 °T I lie)” (N), 





TR > nei. v2 KT mod. 1. 


ai) v=1 
Nun ist die & die a»-te Differenz von 0°, 1°, 2°,..., also für »>1 sicher Null, 
u 


nur für »=1 gleich (—1)"a!, so daß schließlich wird: 
1%.) (-1)!alv, mod. 1, w. z.b. w. 


Satz 9. Es gilt für die Hilbertschen Normenrestsymbole 
Kaiyko\ 9. Kai Kbj\ __ 
& L. )=1; ( )-1 ‚ wenn a+tb+lI.. 


Beweis: Die erste Behauptung ist bereits an früherer Stelle bewiesen!). Um 


Kb; 
die zweite Formel zu beweisen, wenden wir auf das Normenrestsymbol GC ’ 
I, 


den Automorphismus s von k,, an, » h. bilden 
+b 


(er Ks Hai un Kaiy %bj S . 
) = es = (7 ) : (Satz 8). 


Andererseits muß en 





SKaiy )- 7 N 


!) Siehe z. B. H. Hasse, Zerlegungs- und Vertauschungssatz ....., ds. Journ., Bd. 154, 
S. 23, Gl. (8.). 
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sein. Um diese Behauptung einzusehen, ist auf die Definition des Symbols (= P} 

1 
für beliebige a, # aus k, einzugehen!). Da hier die Ordnung ! — 1 von |, prim zu / 
ist, sind die Resultate einer vorangehenden Note von mir?) anwendbar. Um 
auf Grund der dort gegebenen, allein im Körper k, verlaufenden Definition das 
‚sp 
1 


) zu finden, unterwerfe man den Körper k, dem Auto- 





morphismus s. Dadurch gehen a, 8 in sa, sß über, das a. a.O. verwendete Funda- 
mentalsystem (n;) in das konjugierte (sn,), und die Exponenten von sa, sß bei der 
Darstellung durch (sn,) sind dieselben, wie von a,ß bezüglich (n,). Wegen der 


“ Invarianz der Normzahl- bzw. Nichtnormzahl-Eigenschaft bei s geht daher die 


dortige (vorläufig nicht normierte) Bilinearform L(x/y) in eine nur um einen zu / 
primen Faktor unterschiedene über, für die wieder L(x/y) gewählt werden kann. 
Dasö={[" unds(l1 +ul) =1-+.ul; (u aus R,(w,) ist bei s invariant), tritt bei 
der Normierung von L(x/y) bezüglich des konjugierten Systems (sn,) und bei 
Zugrundelegung von £’ als Basis für die Symbole derselbe Normierungsfaktor 
1 —1)sıle) 
L(z9/y®) 
als Basis. Daher ist tatsächlich, wenn ZL,(x/y) die so normierte Bilinearform 


zu L(x/y), wie bei der Normierung von L(x/y) bezüglich (n,) für £ 


bezeichnet, 
(= sß nun} (TR z (2% an)? -(7 P). 
Da somit R 
Wlan )- G; u: a — (*ei oo 
{ 
ist, muß 1 


sein, wenn nicht 

r’<=r (), 
d.h.a+b=41 mod.! —1 ist. Wegen 1<a,5<!—-1 tritt dies nur für a+b =| 
ein, w. z. b. w. 


2 Es RRFOR nicht davon auszugehen, daß ("7 eine Potenz von £ ist, und also bei s in die 

r-te Potenz übergeht. Denn es ist nicht von nike einzusehen, daß (analog wie bei rationalen 
8, 8B\ . ni 

Funktionen von a und DICH #)= Ce B® ist. Hierzu ist der genauen Definition des Normenrest- 


symbols (Festlegung der Kensmniebineuichanuhdene !) nachzugehen. Solange zu dieser vollstän- 
digen Definition nur der Hilbertsche Weg über die Gesamtheit der zu l primen p zur Verfügung 
steht, ist die Frage deshalb schwer angreifbar, weil die Substitution s für den ganzen Körper k 
(im Gegensatz zu kı,) im allgemeinen kein Automorphismus ist, ja gar nicht eindeutig definiert ist. 


a, ß 


Daher erschien es mir notwendig, eine Definition der Symbole ( 
1 


kı, verläuft, und daher dem Automorphismus s von ki, unterworfen werden kann, was in der 
in Anm. 2 genannten Note geschehen ist. 

2) Zur Theorie des Hilbertschen Normenrestsymbols in algebraischen Zahlkörpern (Dritter 
Teil: Normierung), ds. Journ. Bd. 154, S. 174ff. 


zu geben, die ganz im Körper 


29* 
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Satz 10. Für aa®=1 mod. |, ist 
i—1 
(a heran 
I 
wo die C, nur von a abhängige ganze rationale, zu l prime Zahlen sind. 
Beweis : Sei 





ei % | a, 
ua = H u Kai % [241] = 0ı...%-ı% ud) (lı), 


B=1M Bi u %0 PB = Pi» +» Pı-ı x. Bo (h), 


wobei die Faktoren mit gleichem a bzw. b in a, bzw. #, zusammengefaßt sind, also 


b=1j= 


/ .Cqi 4 dp; 
G, = Eu Kai P, = ‚A Hp (h) 
gesetzt ist. Dann ist nach Satz 9: 
. 2) = a = ı\f @ — „u-1 ß: 
Nun ist nach den Dei in R.G. - S. 197, (6.): 


8) ee) =? 


mit einem festen, also nur von a abhängigen, ganzen rationalen, zu / primen 4 
Dabei bedeutet, wie oben festgesetzt, $S, die Spur in R,(w,), und wenn diese, wie 
hier, von Zahlen aus k, zu bilden ist, daß die Spur 5, von dem in A;(w,) liegenden 
Kongruenzwert des Argumentes mod. !, zu nehmen ist. Da nun 


ur f ns / 
G— 1 _ a3 Je ‚u, mod. I, 





ist, wie sich aus der multiplikativen Darstellung von a,, ß:_. und Satz 8 ohne 
weiteres ergibt, folgt nach Satz 8 








0’ 8 | a(®) ıı_a(P) 0, 5, (ol _.R) 
a ß a”ı . 1 1(’a i—a 
(9.) (‘ : - °) — E ( rel ( 1) u nr Be ai u W, Z. b. W. 


Satz 11. Zwischen den Konstanten C, von Satz 10 und c, in (8.) besteht die 
Relation 
A C, mod. |. 
Beweis: Nach (9.) ist 














ee (—a)!C, mod. |. 
Nun ist 
17y1 U ee —1 
1( ) alll-a)! al(l—a)! ww, 
u somit 
d—1)...(d—(a—1)) _ SEN va ach. Ag (-1y-! 1 
ae =;(,)= ga al a " mod. 


woraus die Behauptung folgt. 


RR ETTEETARTEENTDTRE AN an. 


& 
%- 
a 
2 
24 
r 








nd. 


Iso 


lie 


2d. [, 
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Satz 12. Es gilt für die Konstanten C, von Satz 10: 
=(—1P" mod. 
Beweis: Nach Satz 11 genügt es, ie a mod. zu zeigen. Sei dazu 
o,=1+g#+:--.- (h);  (grational und g == (0 mod. |) 

eine Zahl aus k; und 

ß_ ,=1+ur'+--- (h); (win A,(w,) und S,(u) == 0 mod. /) 
eine Zahl aus k, deren Entwicklungen in k, wie angegeben beginnen, und die er- 
sichtlich stets in mannigfacher Art gefunden werden können, auch wenn noch die 
hiervon ganz unabhängigen Bedingungen hinzugefügt werden, daß «a, und ßı_. 


prim zu /, kernprim zueinander und ß;_.=1 mod. (l,...1„)'+! sein soll. Aus den 
zuletzt genannten Bedingungen folgt dann nach dem Hilbertschen Reziprozitäts- 


gesetz 
re) (Ge) 


wo If über alle zu / primen Primteiler g. von kerstrecktist. Nun ist nach R. G. II, 











Hilfssatz 2 für diese p, weil a in k; liegt, wenn n die Relativnorm von k nach k; 
bezeichnet: 


I, - are NT (rm 1) „(ae a) 


k 








wo p, die zu / primen Pakt von k; PER Zusammengenommen ist also 


(= Ip a 5 


Aus der Entwicklung von a, für den Bereich von I, die mit der obigen für 
den Bereich von I, identisch ist, und der 


n(ß_)=1+Sılu)A" + 
lautenden Entwicklung von n(f,_.) für den Bereich von I — (hierbei ist zu be- 


nutzen, daß A_-.=1 mod. (l, ... 1,)'+!) — folgt nun, etwa nach den Ergeb- 
nissen von Takagi!) für k;, daß 


(m ) 2 go Sı(W) 





ist. Durch Vergleich mit (8.) ergibt sich also wegen gS,(u) == 0 mod. /!, daß 
C,=a mod. I, w.z.b.w. 
Das Resultat von Satz 10 lautet nunmehr genauer: 


Satz 13. Für ,ß=1 mod.|, ist 


i—1 
a P aa 1? I,(@)l,_ o| 
(P 1 {2 a li—a 





Diese Formel ist das genaue Analogon zu der in R.G. II. als Ausgangspunkt be- 


nutzten Kummer-Hilbert-Takagischen Formel (2.), S.97. Von hier an laufen die 


!) Siehe die a. $. 207 zitierte Arbeit, S. 174, (6); 175, (7). 
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Entwicklungen zu denen von R.G. II ganz parallel, so daß ich mich kurz Tassen 
kann. 

Um in der Formel von Satz 13 die logarithmischen Differentialquotienten 
durch wirkliche Logarithmen zu ersetzen, stellen wir «a und # durch das Fundamen- 
talsystem 

i+08; A+i; (el 2.. ui; i=42..,N 


von %, dar: 
L.- 


a= HUHN 
1 au +" + Ah 


Setzt man dann h 
1 E= v4, 1 - v;2 . 
( Ee 
1 
und berücksichtigt, daß die Normenrestsymbole, in denen eine oder beide Kom- 
ponenten 1 + 4 sind, gleich 1 sind, so folgt: 


5 i—1 „Ü 


zZ .d 
& ou m guet b—-1 ai bjPab 








Für die p/ findet man durch genau dieselbe Rechnung wie in R. G. II. auf Grund 


von Satz 13 die folgenden Ausdrücke: 
h IR \ X i a x i b 
)__ S,| y „Sıls log (1 +vid )],sılE log (1 + v;4 N mod. für ,b>1, 


























Pa — z=1 l I 
j 1 s[E*log (A +mA)] sılClog(1 +v,X 
ER = I sıl ex +0;4)] 
b 
les Frl mod. 2 für 5b>1A, 
I Br —:! 1 a x ’ 
el in +vA)] sıld in +94)] 
„ısıllog ee a mod.! für a>1, 
I— Kan ’ pr s r 
EA BER tete ale tal 
„151108 | mod. /. 


Es wird dann: 
ı sl Zmlog 1 +nA)] sl" Zi log (1+DA)] | 











(ij) > 2 
Eu u =S,| 2,” l l J 
‚ sıl&d;log (1 +0;2')] 
— ) | 2 di = ] 
‚ Sıl2, cu log (1 +iA)] 
+5, | 2 dv; mi j mod. [, 
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nten 
nen- 


\om- 


>i, 


>i, 





se RE O R 2 
TEEN En ee BR a STE 
n Bad el tn 1 bo aa hr 5, ET FREE ET ONE EN 


Hasse, Das allgemeine Reziprozitätsgesetz in gewissen Körpern. 


wobei rechts a,b, i, j die links angegebenen Werte durchlaufen. Da nun 
2l 
log (1 +2) = 4° _ +... mod. l' 
log a, = lloga,=0 mod. I, 
ist (Hilfssatz 1 von R.G.II.), kann die letzte Formel auf Grund der multipli- 
kativen Darstellung von « und 8 auch so geschrieben werden: 


En z, y.nlosn) 


c,v. 
ijela,d=ı W bi x—=1 l l = u l 


y'.51(log a) | 
+ 24,9, 7 Br mod. 1. 


Schließlich ist 
/ / 
a=1+ (eu: )A +: (l,) 3 B= 1 +(2,d9;) A u (l,), 


also 
„(e=N) Ei $ a si ( = 2 d,v; mod. ! 


"esy- = — cut mod. /; EZ)=- La; mod. ). 
Damit wird 
an MET en ee ee} 
Br | 
Sind nun a, ß irgendzwei zueinander kernprime Zahlen aus k mit der 
Eigenschaft 





as=1 mod.|, also mod.,, ,....4, 
so ist nach dem Filbertschen Reziprozitätsgesetz 


DI -ACH- 


Daraus ergibt sich auf Grund der letzten Formel unmittelbar die zu beweisende 
Behauptung. 


Es sei noch bemerkt, daß in der Endformel, analog wie in R. G. II., die Terme 
a... D s; (08 A) auch durch ” (a) id n,(P) —1 
I I 

so daß man auch hat 


ersetzt werden können, 





5 5; | 5 eill* loga) si(C* log 5) +6; (7) nd Pr (5) ni()—1 | 


| Pre I ei 
») Offenbar ist s, (3 )=(s(‘ )) mod. !, so daß in der Endformel auch (“ 1 -), 








B—1\? i 
8| —) geschrieben werden kann. 
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wenn rn, die Norm von k, nach A,(w;) bezeichnet. Denn wenn a=1 mod.!|; ist, 
und a,a’,... die bezüglich R,(w;) relativ-konjugierten zu « in k,, sind, so ist 


s;(loga)=loga+tloga’+---=loga-a’... =logn; (a). 
Ist nun n,(a)=1-+ ul, wo u in R;,(w;) liegt, so ist 
2 12 
log n; (a) = ni +. =ul mod. !?, 
s; (loga) logn;(a) n; (a) —1 











l ] ] mod. /!, wie behauptet. 

























Der zweite Ergänzungssatz zum Reziprozitätsgesetz 

der Z-ten Potenzreste für beliebige zu Z! prime Zahlen 

in gewissen Oberkörpern des Körpers der /-ten 
Einheitswurzeln. 


Von Helmut Hasse ın Halle. 


Es sei ! zunächst eine ungerade Primzahl, k; der Körper der /-ten Einheits- 
wurzeln, [ = (4) = (1 — £) der Primteiler von lin k; und k ein solcher Oberkörper 
von k:, in dem die Primteilerzerlegung von I! lautet: 


’ lbL..b; (l; vom Grade f,;), 
also I nur einfache Primfaktoren hat. Dann werde ich beweisen: 
Satz 1. Ist A eine Zahl aus k mit der Primteilerzerlegung 
(1)=1'...la; (a)=1, 
a eine Zahl aus k mit den Eigenschaften 
a=1 mod. |, 





a und a kernprim zueinander , 


so lautet der zweite Ergänzungssatz zum allgemeinen Reziprozitätsgeseiz 
der I-ten Potenzreste in k für A und a: 


& 
E 
f, 
au 
& 


hi n A ıi’—ı an n Clog « 
Ay. rl Tr 
a’\a 


Dabei ist zur Abkürzung gesetzt‘): 


_#E@[ A stETloga) s,(l* log ß) a— 1x s;(log ß) 
we ER E30 ae EIN | „(ty ale 

B—1 's; (log a) | 

-s( ; gt 


und es bedeutet: 





!) Siehe meine vorangehende Arbeit: Das allgemeine Reziprozitätsgesetz der !-ten Potenz- 
reste, ds. Journ. Bd. 154, S. 199 #. 
Journal für Mathematik. Bd. 154. Heft 4. 30 
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S; die Spur im Koeffizientenkörper des Henselschen Körpers k,, 
s; die Relativspur von k,, nach seinem Koeffizientenkörper, 
S, = 55, die Spur in kı. 


Diese Formel ist als die denkbar allgemeinste Formulierung des zweiten 
Ergänzungssatzes in den betrachteten Körpern k anzusehen, insofern, als 1 eine 
ganz beliebige Zahl aus k bedeuten kann. Bezüglich a wären allerdings die allge- 
meinsten, der Natur der Sache entsprechenden Voraussetzungen nur: 


a prim zu ! und a, a kernprim zueinander. 
Dann führt jedoch die Bemerkung, daß 


ist sofort auf den Fall des Satzes 1 zurück. 
Es sei ferner 2=2 und entsprechend k ein solcher algebraischer Körper, 
in dem die Primteilerzerlegung von 2 lautet: 


(2)=1...1.; (% vom Grade f.), 
also wieder 2 nur einfache Primfaktoren hat. Dann werde ich beweisen: 
Satz 2. Ist A eine Zahl aus k mit der Primteilerzerlegung 
A=l...Ira; (a,2)=41,- 
a eine Zahl aus k mit den Eigenschaften 
a=1 mod. 2, a total positiv, 
a und a kernprim zueinander, 


so lautet der zweite Ergänzungssatz zum allgemeinen uupromsllngeBst: 
der quadratischen Reste in k für A und a: 


Ey 
” | zw“ | n 2,8, log « 
(2) = yet ar 


Dabei bedeutet S,, die Spur im Henselschen Körper k,,- 


Dies ist wieder die denkbar allgemeinste Formulierung des zweiten Ergän- 
zungssatzes in den betrachteten Körpern, wenn man von den geringfügigen Ände- 
rungen absieht, die die angegebene Formel erleidet, wenn nur „a prim zu 2° und 
„a von beliebiger Signatur‘‘ vorausgesetzt wird. Im ersten Falle gilt das Ent- 
sprechende wie bei Satz 1. Im zweiten Falle kommt im Exponenten von — 1 rechts 
noch die Summe 








v=1 A 2. 
über die r, reellen konjugierten zu k hinzu. 





r, ER 
z sgn. A 1 sgn. rt. 


Beweis für Satz 1. 


Nach dem Ergebnis der a. v. S. Anm. 1 zitierten Arbeit gilt für Körper k der 
betrachteten Art 


(1.) (= ad ; (i a 1, 2, ..- n), 
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wenn a,ß==1 mod. I; beliebige Zahlen aus k, sind und 9@;,(a, ß) die Bedeutung 
von Satz 1 hat. 

Nun ist für die in Satz 1 genannten Zahlen 7, «a nach dem Hilbertschen Rezi- 
prozitätsgesetz: 


(2) 2.E)-DE -24) - 


Die hiernach zum Beweise von Satz 1 zu bestimmgnden Normenrestsymbole 


Co zerlegen wir so: 


(3.) A, a er. ey -(& J% 


Im ersten Faktor rechts ist Ar ‘ prim zu |,, also 
hi 
(AV T'=1 mod. |, 
und 
AN ( Pr 


Mir, 
EL (C m 


i 


(4.) 


Um den zweiten Faktor rechts in (3.) zu bestimmen, wenden wir das Er- 
gebnis einer früheren Arbeit von E. Artin und mir!) an. Hiernach ist, weil 


=41 mod. |! ist, 
(5.) ()=ä 1, )- 7) ZA) 


wenn 5 = ZS, die Spur in k bezeichnet. Hieraus erschließt man leicht die 





Richtigkeit von 


(6.) 7) 
Wählt man nämlich ein ?=1 mod. | aus k so, daß 


B=bl); Bea (ii) für «ti 
ist, so ergibt (5.) für aß: 


e 1, _{q a) 


), a 


Hierin hat auf Grund der Eigenschaften von ß die linke Seite den Wert ( 





1) Über den zweiten Ergänzungssatz zum Reziprozitätsgesetz der l-ten Potenzreste in be- 
liebigen algebraischen Zahlkörpern, ds. Journ. Bd. 154, S. 143ff., (s. d. Satz ]). 
30* 
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Rechts wird 
log aß =loga + llogß,=1loga mod. Lt", 
log aß =1logß,=0 mod." für <+i, 
Re er *) 
A urru 


so daß die rechte Seite gleich Z wird, was (6.) ergibt. 
Führt man die Ergebnisse (4.) und (6.) in (2.), (3.) ein, so ergibt sich 


unmittelbar die Formel von Satz 1. 
s 


Beweis für Satz 2. 


Der Beweis verläuft analog zu dem vorhergehenden, nur daß hier die Funktion 
y,(a, ß) anders beschaffen ist. Wie ich an früherer Stelle!) bewies, gilt für! = 2 


in Körpern k der betrachteten Art: 
a—1/ß-—1 


u 

(7.) (+?) = (—1) REN \ (= 1, 2,... n), 
für beliebige «,$=1 mod. |; aus k,. Hierin darf auch $,, für 5; geschrieben 
werden, da für unsere Grundkörper k die Körper k,, mit ihren Koeffizienten- 
körpern zusammenfallen. 

Wir verstehen dann in dem vorigen Beweis unter o,(a, ß) den Exponenten 
von — 1 in (7.) rechts und schließen analog wie bei (2.), (3.), (4.). Die Primzahl | 
von k: ist dabei durch 2 zu ersetzen. 

Um auch die bei (5.) und (6.) durchgeführte Bestimmung des zweiten Faktors 
rechts in (3.) zu übertragen, setzen wir den zweiten Ergänzungszatz zum qua- 
dratischen Reziprozitätsgesetz in rationalen Körpern in die Form: 

log a 





(8.) e = (—1) " für a=1 mod. 2. 
In der Tat ist füra=1 -+2b: 
gt +... (2), 
und auch en, 


Durch genau die entsprechenden Überlegungen, wie in der a. v.S. Anm. 1 
zitierten Arbeit, folgt aus (8.) die für ganz beliebige Grundkörper gültige Formel: 


2 N 
(9.) (-) = für a=1 mod.2. 
Aus (9.) folgt durch dieselben Schlüsse, wie bei (5.), (6.) die Gleichung: 
(10.) COREL En 
. ; 


und hieraus durch Eintragen in (2.) und (3.) wie vorhin die Formel des Satzes 2. 





!) Das allgemeine Reziprozitätsgesetz und seine Ergänzungssätze in beliebigen algebraischen 
Zahlkörpern für gewisse, nicht-primäre Zahlen, ds. Journ. Bd. 153, S. 200 Mitte. 
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Eine Axiomatisierung der Mengenlehre. 


Von J.v. Neumann in Budapest. 
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I. Das Axiomensystem. 
$ 1. Prinzipielles zur Axiomatisierung der Mengenlehre. 


Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, eine logisch einwandfreie axiomatische 
Darstellung der Mengenlehre zu geben. Ich möchte dabei einleitend einiges über 
die Schwierigkeiten sagen, die einen derartigen Aufbau der Mengenlehre erwünscht 
gemacht haben. 

Die Mengenlehre hat bekanntlich in ihrer ersten, ‚naiven‘ Fassung, die ihr 
Cantor gab, zu Widersprüchen geführt. Es sind die bekannten Antinomien von 
der Menge aller Mengen, die sich nicht enthalten (Russell), von der Menge aller 
transfiniten Ordnungszahlen (Burali-Forti), von der Menge aller endlich definier- 
baren reellen Zahlen (Richard) !),, Da die naive Mengenlehre unleugbar zu diesen 
Widersprüchen führte, aber andererseits ein umgrenzter Teil ihrer Sätze exakt- 
zuverlässig zu sein schien, und da obendrein die moderne Formulierung der Mathe- 
matik auch unbedingt ein mengentheoretisches Fundament benötigte, so hat es 
an Versuchen zur ‚Rehabilitation‘‘ der Mengenlehre nicht gefehlt. 

Dabei sind grundsätzlich zwei verschiedene Richtungen zu unterscheiden. 





!) Siehe z. B. Poincare, Wissenschaft und Methode, deutsch von F. und L. Lindemann, 
Leipzig-Berlin, 1914. 
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das gesamte logische Fundament der exakten Wissenschaften einer Kritik zu unter- 
ziehen. Sie setzten sich das Ziel, die ganze exakte Wissenschaft auf eine allgemein 
einleuchtende neue Basis zu stellen, von der das ‚richtige‘ in Mathematik und 
Mengenlehre wieder erreicht werden konnte, aber das Widerspruchvolle vermöge 
der unmittelbar-anschaulichen. Fundierung a priori ausgeschlossen sein mußte. 
Es sind hier die Herren Russell, J. König, Weyl, Brouwer zu nennen !). Sie gelangten 
zu ganz verschiedenen Resultaten, aber der Gesamteindruck ihrer Tätigkeit ist 
ein geradezu vernichtender. Schon bei Russell erscheint die ganze Mathematik 
und Mengenlehre als auf dem höchst problematischen ‚Reduzibilitäts-Axiom‘“ 
beruhend, und Weyl und Brouwer lehnen konsequent den größten Teil von Mathe- 
matik und Mengenlehre als vollkommen sinnlos ab. Es hat sich hier überhaupt 
keine Rehabilitation der Mengenlehre ergeben, wohl aber eine sehr scharfe Kritik 
der bisher gebrauchten elementar-logischen Schlußweisen, insbesondere der Prin- 
zipien „vom ausgeschlossenen Dritten“, „alle“, und ‚es gibt‘. 


Die andere Gruppe, die Herren Zermelo, Fraenkel und Schönflies, hat von 
einer so radikalen Revision abgesehen ?). Die logische Methode wird nicht weiter 
kritisiert, sondern beibehalten; nur der (zweifellos unbrauchbare) naive Begrifi 
der Menge wird verpönt. Man wendet, um diesen Begriff zu ersetzen, die axio- 
matische Methode an; d. h. man konstruiert eine Reihe von Postulaten, in denen 
das Wort ‚Menge‘‘ zwar vorkommt, aber ohne jede Bedeutung. Unter ‚Menge‘ 
wird hier (im Sinne der axiomatischen Methode) nur ein Ding verstanden, von dem 
man nicht mehr weiß und nicht mehr wissen will, als aus den Postulaten über «= 
folgt. Die Postulate sind so zu formulieren, daß aus ihnen alle erwünschten Sätze 
der Cantorschen Mengenlehre folgen, die Antinomien aber nicht. Das letztere weiß 
man allerdings bei diesen Axiomatiken nie ganz gewiß. Man sieht nur, daß die 
bekannten Schlußweisen, die zu ihnen führen, versagen, aber wer weiß, ob es nicht 
andere gibt ? Ein regelrechter Widerspruchsfreiheitsbeweis ist in diesem Zusam- 
menhange offenbar überhaupt undenkbar. Denn die Methode, mit der Hilbert die 
Widerspruchsfreiheit der verschiedenen Geometrien nachwies ®): Zurückführung 
auf die Widerspruchsfreiheit der Arithmetik und Analysis versagt hier. Ein direkter 
Widerspruchsfreiheitsbeweis (ohne Verschiebung des Problems) würde aber, da 
noch vieles in der Logik selbst zu klären bleibt, offenbar in den Bereich der oben- 





1) Russel-Whitehead, Principia Mathematica, Cambridge 1910—13; J. König, Neue Grund- 
lagen der Logik, Arithmetik und Mengenlehre, Leipzig 1914 (posthum); Brouwer, Intuitionistische 
Mengenlehre (Jahresbericht der deutschen Math.-Ver. 28, 1920, S. 203—208); Weyl, Über die neue 
Grundlagenkrise der Mathematik (Math. Zeitschrift 10, 1921, 8. 39—79). 

2) Zermelo, Untersuchungen über die Grundlagen der Mengenlehre I (Math. Analen 65, 1908, 
S. 261—281, ohne Fortsetzung geblieben); Fraenkel, Über den Begriff ‚definit‘ und die Unabhängig- 
keit des Auswahlaxioms (Sitzungsberichte der Preuß. Akademie der Wissenschaften 1922, Math.-Phys. 
Klasse, S. 253—257); Die Axiome der Mengenlehre (Scripta Univ. atque Bibl. Hierosol., Math. et 
pbys., Vol. 1.); Einleitung in die Mengenlehre, Berlin 1923 (2. Auflage, S. 184 ff.); Untersuchungen 
über die Grundlagen der Mengenlehre (Math. Zeitschrift 22, 1924, S. 250—273); Schönflies, Zur 
Axiomatik der Mengenlehre (Math. Annalen 83, 1921, S. 173—200; Bemerkung zur Axiomatik der 
Größen u. Mengen (ebenda 85, 1922, 60—64). 

®) Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Leipzig (mehrere Auflagen seit 1899). 
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erwähnten ersten Gruppe gehören. Die angekündigten Arbeiten von Herrn Hilbert 
haben ihn zum Ziel). 

Diese zweite Gruppe will also unter peinlicher Vermeidung des naiven 
(Cantorschen) Mengenbegrifies ein Axiomensystem angeben, aus dem die Mengen- 
lehre (ohne ihre Antinomien) folgt. Ihre Untersuchungen können das eigentliche 
Problem zwar niemals so vollständig erledigen, wie die der ersten Gruppe, aber 
ihr Ziel ist viel klarer und näherliegend. Es kann zwar niemals auf diesem Wege 
gezeigt werden, daß die Antinomien wirklich ausgeschaltet sind; auch haftet den 
Axiomen immer viel Willkür an?). Aber eines kann hier sicher erreicht werden: Es 
wird genau angegeben, was der rehabilitierbare Teil der Mengenlehre ist, und worum 
es sich handelt, wenn in Zukunft von der vollständigen ‚formalistischen Mengen- 
lehre‘‘ gesprochen werden wird. 

Die vorliegende Arbeit gehört der zweiten Gruppe an. Im folgenden soll ein 
System von Postulaten angegeben werden, aus dem die ganze bekannte Mengen- 
lehre logisch einwandfrei folgt. Allerdings ist „logisch einwandfrei‘ in dem Sinne 
zu verstehen, in dem dies in der Mathematik bisher verstanden wurde. Es wird 
nicht versucht werden auch im Sinne des Brouwer-Weylschen Intuitionismus ein- 
wandfreie Herleitungen zu machen. Ich möchte indessen bemerken, daß auch das 
ziemlich leicht (mit einigen unbedeutenden Modifikationen) erreichbar wäre, worauf 
ich aber prinzipiell verzichte: widerspricht doch die axiomatische Methode an sich 
dem Wesen des Intuitionismus. (Intuitionistisch hätte höchstens ein Axiomen- 
system einigen Sinn, für das auch der Widerspruchsfreiheitsbeweis intuitionistisch- 
korrekt geführt ist. Nach einer Äußerung Brouwers zu schließen nicht einmal 
das?). — 

Eine Reihe wesentlicher prinzipieller Fragen werden noch im Teile II behan- 
delt werden, da sie die Kenntnis des Axiomensystems voraussetzen. 


S 2. Allgemeines über die Axiomatik. 


Die Aufgabe unserer Axiomatik ist offenbar, alle erwünschten Mengenbil- 
dungen durch eine endliche Anzahl rein formaler Operationen (deren Ausführ- 
barkeit eben durch die Postulate garantiert ist) herzustellen. Vermeiden muß man 
aber die Mengenbildungen durch Zusammenfassung oder Aussonderung von Ele- 
menten usw., sowie das bei Zermelo noch auftretende unklare Prinzip der „De- 
finität“. 

Wir ziehen aber vor, nicht die ‚Menge‘, sondern die „Funktion‘ zu axio- 
matisieren. Der letztere Begriff umfaßt ja gewiß den ersteren. (Genauer: beide 


1) Hübert, Neubegründung der Mathematik I. (Abh. des Math. Seminars der Hamburgschen 
Univ. 1, 1923, S. 167—175); Die logischen Grundlagen der Mathematik (Math. Annalen 88, 1923, 
S. 151—165). 

2) Eine gewisse Rechtfertigung der Axiome ist es freilich, daß sie, wenn man das axiomatisch- 
sinnlose Wort „Menge“ in ihnen im Cantorschen Sinne nimmt, in evidente Aussagen der naiven 
Mengenlehre übergehen. Aber was man aus der naiven Mengenlehre fortläßt — und gerade das ist 
das Wesentliche zum Umgehen der Antinomien — ist unbedingt willkürlich). 

®) Brouwer, Intuitionistische Mengenlehre (s. o. S. 220, Fußnote 2). Vgl. Fraenkel, Die neuen 
Ideen zur Grundlegung der Analysis und Mengenlehre (Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver., 33, 1924, S. 98). 
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Begriffe sind vollkommen gleichwertig, da die Funktion als Menge von Paaren 
und die Menge als Funktion mit 2 Werten aufgefaßt werden kann.) Der Grund 
dieser Abweichung vom gewohnten Vorgehen ist der, daß jede Axiomatisierung 
der Mengenlehre den Begriff der Funktion benützt (Aussonderungsaxiom, Er- 
setzungsaxiom, siehe Seite 7 und 11), und dabei ist es formal einfacher, den Begrift 
der Menge auf den der Funktion zu stützen als umgekehrt. — Das anschauliche 
Bild des axiomatisierten Systems ist das folgende: 

Wir betrachten zwei Bereiche von Dingen, den der ‚Argumente‘ und den der 
„Funktionen“. (Beide Worte sind natürlich rein formal ohne jede Bedeutung zu 
verstehen.) Die beiden Bereiche sind nicht identisch, indessen überdecken sie sich 
teilweise. (Es gibt ‚„Argument-Funktionen‘, die beiden Bereichen angehören.) 

Nun ist in diesen Bereichen eine 2-Variablen-Operation [x, 4] definiert (lies 
„Wert der Funktion x für das Argument y‘“), deren erste Variable x stets „Funktion“ 
und deren zweite Variable y stets „Argument“ zu sein hat. Durch sie wird stets ein 
„Argument“ [x,%y] gebildet. 

Diese Operation [x, y] entspricht einem Verfahren, das in der Mathematik 
überall anzutreffen ist: aus einer Funktion f (die von ihren Werten f(x) wohl zu 
unterscheiden ist!) und einem Argumente x den Wert f(x) der Funktion f für das 
Argument x zu bilden. Statt f(x) schreiben wir [fx], um anzudeuten, daß bei 
diesem Verfahren auch f (ebenso wie x) als Variable zu betrachten ist. Wir ersetzen 
mit [xy] sozusagen sämtliche 1-Variablen Funktionen durch eine einzige 2-Va- 
riablen Funktion. Dabei stehen die Elemente des Bereiches der „Funktionen“ in 
Analogie zu den (naiv gedachten) Funktionen, die für die „Argumente“ definiert 
sind und deren Werte ‚Argumente‘ sind. (Als ‚Mengen‘ werden später unter 
diesen „Funktionen“ x diejenigen ausgezeichnet werden, für die [xy] nur 2 ge- 
gebene Werte annimmt, wenn y alle „Argumente“ durchläuft; vgl. auch $ 3 
und $ 4.) 

Für [x,y] gilt übrigens das ‚„Bestimmtheitsaxiom‘“ im folgenden Sinne: 

Wenn a,b ‚„Funktionen“ sind, und für jedes „Argument“ x [ax] =[b«] 
ist, so ist a=b. (Siehe Axiom I. 4.) 

Eine „Funktion“ a ist also durch ihre ‚‚Werte‘‘ [a x] ganz eindeutig bestimmt, 
aber es ist gar nicht gesagt, daß man ihr diese ‚„‚Werte“ beliebig vorschreiben kann. 
(Damit würden wir ja wieder in die naive Mengenlehre zurückfallen.) Es erhebt 
sich vielmehr die Frage: welche Operationen sind zur Herstellung von Funktionen 
vorhanden ? Sie wird ın den Axiomengruppen II—III. beantwortet. 

Es tritt aber noch eine Frage auf: Welche „Funktionen“ sind gleichzeitig 
„Argumente‘‘ ? Offenbar würde.es das angenehmste sein, zu antworten: alle. Das 
würde uns aber bei den in den Axiomengruppen II—III. angeführten Herstellungs- 
arten von „Funktionen‘‘ wieder in die Antinomien der naiven Mengenlehre ver- 
wickeln: in erster Linie in die Russellsche.) Und da wir die genannten Herstellungs- 
möglichkeiten alle brauchen, so müssen wir auf den Argumentcharakter gewisser 
Funktionen verzichten. 

Diese unvermeidliche Beschränkung erfolgt in der von Zermelo gezeigten 
Richtung: 
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Wir wählen willkürlich ein ‚Argument‘ A aus, und erklären im we- 
sentlichen, daß die und nur die Funktionen a gleichzeitig Argumente sind, 
die nicht zu oft, d. h. für zuviele Argumente x von A verschiedene ‚‚Werte‘ 
[ax] annehmen. (Die ‚‚Menge‘‘ wird nämlich als 2-wertige Funktion defi- 
niert werden, von der der eine Wert A ist. Also ist das die sinngemäße Über- 
tragung des Zermeloschen Standpunktes.) 

Dabei präzisieren wir dieses „zu oft‘‘ folgendermaßen: 

Die „Funktion“ a wird dann und nur dann nicht ‚Argument‘ sein, 
wenn die Gesamtheit der Argumente x, für die [ax] + A ist, auf die Ge- 
samtheit aller Argumente überhaupt abgebildet werden kann. (Die Abbil- 
dung muß aber durch eine unserer „Funktionen“ erfolgen, d. h. sie muß die 
Form y = [by] haben. Eindeutig muß sie sein, eindeutig-umkehrbar zu 
sein braucht sie nicht.) (Siehe Axiom IV. 2.) 

Diese Definition hat den Vorteil, daß sie den ‚„Argument‘‘-Charakter aller 
„Funktionen‘ a garantiert, die seltener + A sind als eine bereits als „Argument“ 
erkannte „Funktion“ b. „Seltener‘‘ bedeutet: daß die Gesamtheit aller x, für die 
[ax] -++ A ist, Bild der Gesamtheit aller x, für die [b x] + A ist, (oder eines Teiles 
davon) ist. Sie enthält also das sog. Aussonderungsaxiom Zermelos und das Er- 
setzungsaxiom Fraenkels !). Aber sie leistet mehr: Sie enthält auch den Wohlord- 
nungssatz und macht dadurch das Auswahlprinzip überflüssig. 

Daß der Wohlordnungssatz in diesem neuen Zusammenhange auftritt, be- 
ruht auf folgendem: Wir können eine einwandfreie Theorie der Ordnungszahlen 
aufstellen. Die Gesamtheit aller Ordnungszahlen führt „naiv“ zur Burali-Fortischen 
Antinomie: in unserem System hat das die Konsequenz, daß eine Funktion, die für 
alle ÖOrdnungszahlen Werte + A hat, kein Argument ist. Folglich muß die Gesamt- 
heit aller Ordnungszahlen auf die Gesamtheit aller ‚„‚ Argumente‘ abgebildet werden 
können, und das ergibt natürlich eine Wohlordnung für die Gesamtheit aller „Ar- 
gumente‘“. (Diese Schlußweise muß und kann natürlich streng durchgeführt werden). 

Ich möchte noch bemerken: 

Es mag befremdend wirken, daß bei einer Axiomatisierung der Mengen- 
lehre (entgegen den Ausführungen in $ 1) Begriffe wie ‚Gesamtheit‘, „Funktion“ 
naiv benützt werden. Aber das geschieht nur hier im $ 2 zur Veranschaulichung 
des Systems; im $ 3, bei der genauen Formulierung wird natürlich nichts 
derartiges geschehen. 


S 3. Die Axiome und ihre Bedeutung. 


Zum Vorhergehenden ist noch folgendes zu bemerken: 
Außer der bereits eingeführten universellen 2-Variablen-Operation |x, y] 


—. 





!) Das „Ersetzungsaxiom“ läßt sich so ausdrücken: M sei eine Menge, f(x) eine (in M de- 
finierte) Funktion. Dann gibt es eine Menge N, die alle f(x) für alle Elemente x von M enthält. 
Dieses Axiom stammt von Fraenkel (zu den Grundlagen der Cantor-Zermeloschen Mengenlehre; 
Math. Annalen 86, 1922, S. 230—237). Er wies zuerst darauf hin, daß ohne dieses Axiom in der 
Zermeloschen Axiomatik die Existenz von Mengen der Mächtigkeit xw unbeweisbar ist. (In seinen 
neueren Arbeiten versucht er, allerdings mit einem schwächeren Axiom auszukommen.) ‘Ich glaube 
sogar, daß ohne dieses Axiom überhaupt keine Ordnungszahlen-Theorie möglich ist. 
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müssen wir noch eine 2-Variablen-Operation (x,y) einführen (lies: Paar von x 
und 4), deren Variable x,y beide ‚Argumente‘ zu sein haben, und die selbst 
ein „Argument“ (x, 4) herstellt. Ihre wichtigste Eigenschaft ist, daß aus 
(21 Yı) = (Ru Ya) &ı = Is Yı =Y, folgt (das kommt unter den Axiomen 
nicht direkt vor, denn es folgt aus den Axiomen II, 3—4). Diese Operation hat 
garnicht den fundamentalen Charakter von [x, y]; sie ist nur notwendig, weil 
der Begriff des ‚Paares‘ eingeführt werden muß. 

Ferner wird von Anfang an außer dem bereits erwähnten „Argumente“ 
A noch ein willkürliches ‚„Argument‘‘ B eingeführt werden. (A, B werden nämlich 
die beiden Werte derjenigen Funktionen sein, die die „Mengen“ vertreten.) 

Und schließlich werden wir statt von ‚Argumenten‘, „Funktionen“ und 
„Argument-Funktionen“ stets von „I. Dingen“, „II. Dingen“ und ‚I. II. Dingen“ 
sprechen. 

Das Axiomensystem lautet so: 

Wir beschäftigen uns mit /. Dingen, II. Dingen, den beiden von ein- 
ander verschiedenen Dingen A, B, und den beiden Operationen [z, y], 
(8, Y). | 

Es gelten die Axiomen: 

(Einleitende Axiome) 

I. 1. A,B sind I. Dinge. 

2. [x,y] hat dann und nur dann Sinn, wenn x ein II. Ding und y ein 

I. Ding ist. Es ist selbst stets ein I. Ding. 

3. (2,y) hat dann und nur dann einen Sinn, wenn x, y I. Dinge 

Es ist selbst stets ein I. Ding. 

4. a,b seien II. Dinge. Wenn für alle I. Dinge x-[ax] = [b x] ist, so ist 
a=b. 

Zu .diesen Axiomen ist kein weiterer Kommentar nötig: es war schon von 
allen im $ 2 die Rede. 


(Arithmetische Konstruktionsaxiome.) 

II. 1. Es gibt ein II. Ding a, so daß stets [ax] = x ist. 

2. u seieein I. Ding. Es gibt dann ein II. Ding a, so daß stets [ax] = u 
ist. | 

3. Es gibt ein II. Ding a, so daß stets [a(zy)] = x ist. 

4. Es gibt ein Il. Ding a, so daß stets [a (xy)] = y ist. 

5. Es gibt ein II. Ding a, so daß stets (wenn x I. II. Ding ist) [a(x y)] = 
[xy] ist. ee ER De | 

6. a,b seien II. Dinge. Es gibt dann ein II. Ding c, so daß stets [c x] = 
([azx], [db «]) ist. 

7. a,b seien II. Dinge. Es gibt dann ein II. Ding c, so daß stets [c x] = 
[a[b x]] ist. 

Dies sind alles Herstellungsweisen für Funktionen. Sie sind so zusammen- 
gestellt worden, daß die Funktionen in einem gewissen Sinne eine Gruppe bilden. 
Sie haben nämlich den folgenden Satz zur Folge (auf dessen ganz einfachen Beweis 
wir nicht eingehen): 
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Reduktion. U (2 &s,...,%,) sei ein Ausdruck der aus den Variablen 
%yy %gy. ++, %" und irgendwelchen konstanten a,, Q,,... (I. oder II. Dingen) 
mit Hilfe der Operationen [x,y] und (z,y) aufgebaut ist. Ein solcher Aus- 
druck braucht, wenn z,, &,,...., x, I. Dinge sind, nicht immer Sinn zu 
haben (z. B. [x,, 2,] nur wenn x, I. II. Ding ist), aber wenn er Sinn hat, 
so sei vorausgesetzt, daß er ein I. Ding ist. (Damit wird der Fall ausge- 
schlossen, daß U (z,, &3,....,x,) einfach eine Konstante a ist, die II. Ding 
aber nicht I. Ding ist.) 


Dann gibt es ein II. Ding a, so daß für alle I. Dinge x,,%, ..., X, 
für die W (2, %,...,2,) Sinn hat W (x, 2%:..., 2,3 
| =[@((.... ((2, 2%) %)....)2)] ist. 
Damit haben wir in [a ((....((2, %;) &3)....)&„)] eine Normalform für die 


n-Variablen-Ausdrücke gewonnen: es ist die allgemeine n-Variablen Funktion, 
so wie [ax] die allgemeine 1-Variablen Funktion ist. 


| (Logische Konstruktionsaxiome). 
III. 1. Es gibt ein II. Ding a, so daß x =y mit [a (zy)] + A gleich: 
bedeutend ist. 
2. a sei ein Il. Ding. Es gibt dann ein II. Ding b, so daß dann und nur 
dann [5x] + A ist, wenn für alle y [a (x y)] = A ist. 
3. a sei ein II. Ding. Es gibt dann ein II. Ding b, so daß immer, wenn für 
ein einziges y [a (ey)] + A wird, [b x] = diesem y ist. 

Diese Herstellungsweisen für Funktionen ergänzen diejenigen der Gruppe II. 
Sie ermöglichen, daß jede logische Bedingung für die I. Dinge x,, &,, . . ., 2, auf die 
Normalform [a ((...((%, &%,) 23) x,)] + A gebracht werden könne; und daß jedes 
I. Ding y, das logisch eindeutig durch x,, 2,,..., x, bestimmt ist, auch auf die 
Normalform [a ((...((& &%) 2%) ...) %„)] gebracht werde. Denn III. 1. ermög- 
licht das „auf die Normalform bringen“ für die Identitätsrelation x =y; III. 2. 
für die Begriffe ‚alle‘ und ‚es gibt“. III. 3. erlaubt schließlich die explizite 
Darstellung y = [b x] des durch eine eindeutige implizite Bedingung [a (x y)] #A 
bestimmten y. 

Übrigens sind die Axiome der Gruppe II. zwar voneinander unabhängig, 
aber sie sind es nach Hinzunahme der Gruppe III. nicht mehr: So folgt z. B. aus 
III. 1. und III. 3. das Axiom II. 1. 

(I. II. Dinge). 
IV. 1. Es gibt ein II. Ding a, so daß ein I. Ding x dann und nur dann ein 
I. II. Ding ist, wenn [ax] + A ist 
2. Ein II. Ding a, ist dann und nur dann kein I. II. Ding, wenn es ein 
II. Ding b gibt, so daß zu jedem I. Dinge x ein y mit [ay + A, [by] = x 
existiert. 

Wir haben hier zwei formal analoge Axiome: IV, 1. gibt an, wann ein I. Ding, 
und IV. 2, wann ein II. Ding I. II. Ding ist. Dem Inhalte nach sind aber IV. 1. und 
IV. 2. grundverschieden. 


In IV. 1. hätten wir einfacher verlangen können, daß jedes I. Ding 1. II. 
31* 
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Ding sei. (D. h. daß alle betrachteten Dinge Funktionen sind. Zermelo macht 
keine solche Einschränkung wohl aber Fraenkel; davon wird noch im Teile II. die 
Rede sein.) Wir halten aber zunächst die Axiome möglichst allgemein; auf diese 
und weitere Restriktionen gehen wir noch im Teile II. ein. IV. 1. verlangt aber 
nichts Meritorisches, nur daß die Eigenschaft des I. Dinges, „I. II. Ding zu sein“, 
wie jede andere Eigenschaft, auf die Normalform gebracht werden könne. 

Demgegenüber ist IV. 2. ein sehr wesentliches und folgenreiches Axiom. Es 
war von ihm schon in $ 2. die Rede; aus ihm folgen das Aussonderungsaxiom 
Zermelos, das Ersetzungsaxiom Fraenkels und der Wohlordnungssatz. Bei 
Zermelo und Fraenkel wjrd kein solches allgemeines Kriterium zur Entscheidung 
dessen, wann eine Menge ‚zu groß‘ ist, benützt. Auch wird, von ihnen abweichend, 
der Wohlordnungssatz hieraus und nicht aus dem Auswahlprinzip (Multiplikations- 
axıom bei Zermelo) gewonnen. | 

Für die folgende Gruppe von Axiomen ist es praktisch (aber keineswegs not- 
wendig) die folgenden Zeichen zu definieren: 


a sei ein II. Ding. Für [a x] + A schreiben wir auch xea. 

a,b seien II. Dinge. Wenn aus xea web folgt, so ist a<b. Fürb<a 
schreiben wir auch a >b. | 

Wenn a<b und a>D ist, so schreiben wir arub. Wenn a< b, aber 
nicht a >b ist, so schreiben wir a <b; wenn nicht a<b, aber a>b, 
so schreiben wir a>b. (Vgl. auch $ 4.) 

(Unendlichkeitsaxiome) 

V. 1. Es gibt ein I. II. Ding a mit den folgenden Eigenschaften: 
Es gibt I. II. Dinge x mit xea. Wenn für ein I. II. Ding x xea ist, so 
gibt es I. II. Dinge yea, für die <y ist. 
2. a sei ein I. II. Ding. Es gibt dann ein I. II. Ding 5, für welches aus 
zey, yea (yalso I. II. Ding.) xeb folgt. 
. a sei ein I. II. Ding. Es gibt dann ein I. II. Ding b mit der folgenden 
Eigenschaft: 
Wenn für ein I. II. Ding x x<.a ist, so gibt es ein I. II. Ding y, für 
welches zruy, yeb ist. 

Diese drei verhältnismäßig komplizierten Axiomen treten bei Zermelo und 
Fraenkel auch auf und zwar als ‚‚Axiom des Unendlichen“ (V. 1.), „der Vereinigung“ 
(V. 2.), und „der Potenzmenge“ (V. 3. ). Wir nennen aber alle drei Unendlichkeits- 
axiome, weil sie nur bei der spezifischen Theorie der unendlichen Mächtigkeiten 
notwendig sind. Nicht nur die Theorie der endlichen Mengen und Ordnungszahlen 
(d. h. der nichtnegativen ganzen Zahlen) sondern sogar teilweise die des Kontinums 
können ohne sie, allein auf Grund der Axiome der Gruppen I.—IV. aufgebaut 
werden. 

Es sind Herstellungsweisen für I. II. Dinge (analog zu den Gruppen II. III., 
die es für II. Dinge waren). Ihr Sinn ist (naiv formuliert) ungefähr der folgende: 

Es gibt eine nicht zu große unendliche Menge a. 

Wenn a eine nicht zu große Menge nicht zu großer Mengen ist, so 
ist auch die Menge b der Elemente der Elemente von a nicht. zu groß. 
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- Wenn a eine nicht zu große Menge ist, so ist auch die Menge 5 aller 
Teilmengen von a nicht zu groß. 

Freilich wird die Formulierung dadurch, daß nicht von Mengen, sondern von 
Funktionen gesprochen wird, etwas kompliziert (besonders V. 3.); immerhin folgt 
mit Hilfe der Axiome der Gruppe V. leicht (sobald der Begriff ‚‚Menge‘‘ als Spezial- 
fall von „‚Funktion‘ streng definiert ist) die Existenz unendlicher Mengen, sowie 
die der Vereinigungs- und Potenzmengen. Das Axiom V. 1. weicht übrigens von 
der Fassung von Zermelo (und Fraenkel) für die Unendlichkeit ab: Es wird in ihm 
die Existenz irgendeiner unendlichen Menge verlangt und nicht die einer speziellen, 
wie dort. Dieser Umstand ist aber belanglos. 

Diese Axiome der Gruppen I.—V. bilden unser Axiomensystem. Die Grup- 
pierung und Formulierung weicht äußerlich von Zermelo und Fraenkel weitgehend 
ab; trotzdem sind viele Analogien vorhanden. Besonders beim Vergleiche mit den 
Fraenkelschen Axiomen und Definitionen sieht man, daß die meisten unserer Axiome 
Analoga bei ihm haben. Indessen sind ganz wesentliche Unterschiede auch vor- 
handen. Daß von „Funktionen“ statt von ‚„Mengen‘‘ geredet wird, ist wohl ober- 
flächlich; wesentlich aber ist, daß auch ‚‚zu große‘‘ Mengen (bezw. ‚„Funktionen‘‘) 
Gegenstand dieser Mengenlehre sind, nämlich diejenigen II. Dinge, die keine 
I. II. Dinge sind. Anstatt sie gänzlich zu verbieten, werden sie nur für unfähig erklärt 
Argumente zu sein (sie sind keine I. Dinge !). Zum Vermeiden der Antinomien 
reicht das aus und ihre Existenz ist für gewisse Schlußweisen notwendig. Ganz 
wesentlich von Zermelo und Fraenkel abweichend, ja direkt für unsere Axiomatik 
charakteristisch ist schließlich das Axiom IV. 2. Zwar steht es in einer gewissen 
Beziehung zum Aussonderungs- und zum Ersetzungsaxiom, aber es ist viel weiter- 
gehend. Einerseits garantiert es die Existenz der Teilmengen und Bildmengen, 
und ermöglicht überhaupt die Theorie der Ordnungszahlen und Alephs (die in einem 
Axiomensystem, in dem das Ersetzungsaxiom fehlt, kaum gelingen kann), doch das 
ist im wesentlichen nur die Leistung des Ersetzungsaxioms. Aber darüber hinaus- 
gehend nimmt es eine ganz zentrale Stellung im Axiomensystem ein; es ermöglicht 
in mehreren Fällen den Nachweis dafür, daß eine Menge ‚nicht zu groß“ ist, und 
schließlich ergibt es den Wohlordnungssatz. 

Freilich verlangt dieses Axiom IV. 2. etwas mehr als bisher für den ‚Begriff 
„nicht zu groß“ für selbstverständlich und billig erachtet wurde. Man könnte sagen, 
daß es dem Bogen etwas überspannt. Aber bei der Verworrenheit des landläufigen 
Begriffes ‚‚nicht zu groß‘ einerseits und bei der außergewöhnlichen Leistungsfähig- 
keit dieses Axioms andererseits glaube ich mit seiner Einführung keinen zu krassen 
Willkürakt begangen zu haben. Umso mehr, als es den Bereich der Mengenlehre 
eher erweitert als einschränkt, und trotzdem kaum eine Quelle von Antinomien 
werden kann. (Auf diesen letzten Punkt gehen wir im Teile II. näher ein.) 


$ 4. Über die Herleitung der Mengenlehre. 


In den $$ 2--3 wurde eine Axiomatisierung der Mengenlehre beschrieben, 
unter Hervorhebung der prinzipiellen Gesichtspunkte, die bei ihrer Aufstellung 
maßgebend waren. Im folgenden soll einiges über die Herleitung der Mengenlehre 
aus diesen Axiomen gesagt werden. 
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Eine solche Herleitung der Mengenlehre würde sich folgendermaßen gliedern: 


1. Allgemeine Mengenlehre. 


Hier sind diejenigen allgemeinen Sätze und Definitionen zu erledigen, die 
mehr aus dem Wesen der Axiomatik als dem der Mengenlehre fließen, solche, die 
in der naiven Mengenlehre ganz trivial sind. Es sind Sätze wie die Existenz der 
Vereinigungsmenge und des Durchschnittes von Mengen, die Existenz der Potenz- 
menge usw. Es ist hier weder von Ordnung noch von Mächtigkeiten die Rede. 


2. Ordnung und Wohlordnung. 


Es wird definiert, was unter diesen Begriffen, ferner unter gewissen Hilfs- 
begriffen, wie Ähnlichkeit, Abschnitt (Anfangsstück) usw. zu verstehen ist. Einige 
ganz triviale Sätze über Ordnung und Wohlordnung folgen, z. B.: Sind zwei geord- 
nete Mengen einer dritten ähnlich, so sind sie auch einander ähnlich; ist von zwei 
ähnlichen geordneten Mengen die eine wohlgeordnet, so ist auch es die andere; usw. 


3. Ordnungszahlen. 


Hier fängt die eigentliche Theorie an. Eine strenge Definition der Ordnungs- 
zahlen wird angegeben und anschließend werden die wichtigsten Eigenschaften 
dieser Ordnungszahlen entwickelt; u. a. die Vergleichbarkeit der wohlgeordneten 
Mengen und die Zulässigkeit der Definition durch transfinite Induktion !). 


4. Wohlordnungssatz. 


Mit Hilfe der Ordnungszahlen und des Axioms IV: 2. wird (ohne Auswahl- 
prinzip) der Wohlordnungssatz bewiesen. 


5. Mächtigkeiten. 


Nachdem die Theorie der Ordnungszahlen und der Wohlordnungssatz vor- 
liegen, kann auch die Theorie der Alephs (Kardinalzahlen oder Mächtigkeiten) 
leicht entwickelt werden. (Diese Gruppierung der Mächtigkeiten erst nach der 
Wohlordnung ist von der allgemein üblichen abweichend. Sie führt aber schneller 
zum Ziele.) 


6. Unendlichkeit. 


Schließlich folgt die Definition der Endlichkeit und Unendlichkeit von Mengen. 
Die einfachsten Eigenschaften von Endlichkeit und Unendlichkeit werden ent- 
wickelt und die Existenz unendlicher Mengen nachgewiesen. Die kleinste unend- 
liche Ordnungszahl » wird definiert. Ä 

Wir wollen im folgenden diese (bereits fertig vorliegende) Herleitung nicht 
durchführen. Sie würde mit allen Beweisen sehr viel Raum einnehmen und den 
Rahmen dieser Darstellung übersteigen. Sie soll in einer anderen Arbeit detailliert 
auseinandergesetzt werden. 

Hier seien nur die wichtigsten Bezeichnungen angeführt. 


1) Vgl. J. Neumann, Zur Einführung der transfiniten Ordnungszahlen. (Acta Litterarum ac 
Scientiarum regiae Universitatis Hungaricae Francisco-Josephinae. Sectio Scient Math. Tom. I 
Fasc. IV, 1923. S. 199—208.) Szeged. 
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Die genaue Definition von ‚‚Menge‘‘ (als Spezialfall von ‚‚Funktion‘‘) lautet so: 
Ein II. Ding a heißt ein Bereich, wenn stets [ax] = A oder = B ist. 
Ein I. II. Ding heißt in diesem Falle eine Menge. 


D. h. „‚Menge‘“‘ heißen (in der früheren Terminologie) die „nicht zu großen‘‘ Mengen, 
und „Bereiche“ sind alle Gesamtheiten ohne Rücksicht auf ihre „Größe“. Ein 
Bereich ist dann und nur dann ‚„argumentfähig‘‘ (d.h. I. II. Ding), wenn er Menge ist. 

Die Definitionen der Relationen xea (x gehört zu a, x ist Element von a, 
a enthält x), a< b (a ist Teil von b), a < b (a ist echter Teil von b), arub (a, b sind 
gleich groß) sind schon im $ 3 angegeben worden. (Wenn a und b Bereiche sind, so 
folgt aus arub wegen I. A natürlich a =b; für allgemeine II. Dinge ist diese Fol- 
gerung hingegen nicht notwendig. 

Wenn a, b Bereiche sind, so sind a-+b, a.b, a—b deren Summen-, Durch- 
schnitts-, bzw. Differenzbereiche (in demselben Sinne, wie dies in der naiven Men- 
genlehre verstanden wird; natürlich müssen für alle diese Bereiche zuerst die Exi- 
stenzbeweise gebracht werden; das gilt auch im folgenden). Wenn a ein Bereich 
ist und seine Elemente Mengen sind, so sind S(a), D(a) der Vereinigungs-, bzw. 
Durchschnittsbereich (der Elemente) von a. Ist a ein Bereich und c ein II. Ding, 
so ist [c, a] das.durch c vermittelte Bild von a. Ist schließlich a ein Bereich, so ist 
P(a) der Potenzbereich von a (der alle Teilmengen von a enthält; Bereiche die keine 
Mengen sind, sind ja ‚„argumentunfähig“). Übrigens ist, wenn a, b Mengen sind, 
auch @ + b eine Menge, wenn a oder b eine Menge ist, auch a : b eine Menge, und 
wenn a eine Menge ist, auch S(a), D(a), P(a) Mengen. 

Wenn a ein Bereich ist, so nennen wir alle Bereiche 5b Ordnungen von a, die 
die folgende Eigenschaft haben: 


Jedes x Element von 5b hat die Form x = (uv), uea, vea, u+v. 
Wenn u, v zwei voneinander verschiedene Elemente von a sind, so gehört 
(uv) oder (vu) zu a. 


Wenn (uv), (vw) zu b gehören, so gehört auch (uw) zu b. 
b 
Wenn (uv) zu 5b gehört, so schreiben wir auch u <y oder vu 


(u liegt bei der Ordnung 5 vor v, v liegt bei der Ordnung b nach u). 


Wenn a sogar eine Menge ist, so sind alle seine Ordnungen Mengen und sie bilden 
auch eine Menge O(a). 

Die übrigen Definitionen (Ähnlichkeit, Wohlordnung, Ordnungszahl, Mäch- 
tigkeit, Äquivalenz, Endlichkeit und Unendlichkeit) führen wir hier nicht mehr 
an, sie liegen teilweise auf der Hand. Die Theorie der Ordnungszahlen, die hier in 
Frage kommt, habe ich bereits in einer anderen Arbeit auseinandergesetzt (siehe 
Fußnote!) auf S. 228). (Allerdings in der Terminologie der naiven Mengenlehre; 
aber die Übertragung in diese Axiomatik bereitet weiter keine Schwierigkeiten.) 


II. Untersuchung der Axiome. 
S$ 1. Die Fragestellung, Prinzipielles. 


| Aus den Axiomen, wie sie im Teile I. auseinandergesetzt wurden, folgen die 
bekannten Sätze der Mengenlehre ‚restlos; andererseits sind aber diese Axiome 








230 Neumann, Eine Axiomatisierung der Mengenlehre. 


(insofern sie nicht einschränkender Art sind) nichts als triviale Tatsachen der naiven 
Mengenlehre. In diesem Sinne könnten wir also sagen, daß durch unsere Axiome 
weder zuviel noch zu wenig gefordert wurde. 

Indessen wäre eine solche Feststellnug aus mehreren Gründen nicht stich- 
haltig. Der erste Grund ist der folgende: 

Unsere Axiome ermöglichen zwar die bekannten Mengenbildungen a + b, 
S(a), P(a), [c, a] und die „„Aussonderung‘ (wobei die endlichen und die abzählbaren 
Mengen den Ausgangspunkt bilden), aber sie garantieren nicht, daß es außer den 
so gewonnenen Mengen nicht noch weitere gibt, die auf diesem Wege unerreichbar 
- sind. Es könnten a priori auch sehr gut Mengen von dieser Art existieren. Z. B. 
wenn eine Menge a ein einziges Element hat und dieses sie selbst ist: a = (a); oder 
eine „absteigende Mengenfolge‘“: a, = (a,), a, = (a,),... ((a) bedeutet die Menge 
mit dem einzigen Elemente a) !). Es wäre nun erwünscht, alle diese überflüssigen 
Mengenbildungen zu beseitigen, und das leisten unsere bisherigen Axiome sicherlich 
nicht. 

Um diese Lücke zu füllen, hält Fraenkel die Einführung eines weiteren, noch 
nicht genau formulierten Axioms für wünschenswert (Beschränktheitsaxiom), zu 
dem unsere Axiome kein Analogon bieten und das etwa so lauten würde: 


Außer den Mengen (bezw. I. und II. Dingen), die auf Grund der Axiome 
unbedingt existieren müssen, gibt es keine weiteren Mengen. 
Wir wollen dieses Axiom in unserem Formalismus präzis fassen. Hierzu 

definieren wir: | 

Das System der I. und II. Dinge sei 2. 2’ sei ein Teilsystem von 2. 
Is’, oder Ils,, Dinge seien alle I. bzw. II. Dinge aus 2”. (z, y)r (x eins, 
y ein I&s’ Ding) bedeute [x,y], (x,y)z’ (2,% Is» Dinge) bedeute (z,y), 
Ay, sei A, Byr, sei B. 

Wenn nun diese Is, Ils- Dinge, die Operationen [x,y]s’, (2, y)5'und die 
Dinge Ay, By’ unseren Axiomen auch genügen, so sagen wir kurz, daß 2’ 
unseren Axiomen genügt. 


Das erwähnte Beschränktheitsaxiom verlangt nun einfach: 
Außer 2 selbst soll kein anderes Teilsystem 2” von 2 den Axiomen 
I.—V. genügen. 
In dieser Formulierung wird es nun klar, daß gegen ein derartiges Axiom 
(das gilt natürlich ebenso in dem Fraenkelschen Systeme) sofort zwei ernste Ein- 
wände geltend gemacht werden können. | , | 
Erstens ist dieses Axiom von einem ganz anderen Typus als die früheren, 
da es im Gegensatze zum bisherigen Prinzip die naiv mengentheoretischen Begriffs- 
bildungen nicht vermeidet. Denn was sollen wir unter ‚Teilsystemen‘“‘ von 2 ver- 
stehen ? Mengen oder Bereiche im Sinne der früheren Axiome keinesfalls, denn die 
können nur I. Dinge als Elemente haben, während 2’ und 2 I. und II. Dinge 
enthalten. Was bleibt aber dann übrig, da doch der naive Mengenbegriff streng 


2 ) Mirimakefl Les Antinomies de Russell et Burali-Forti (L’Enseigment BE GOR XIX- -e 
annee 1917, Seite 42). E 
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verboten sein sollte? Solch ein Axiom würde das ganze Axiomatisieren zu einem 
Zirkel machen! 

Diese Schwierigkeit wäre indes zu beheben, indem wir etwa annehmen würden, 
es läge ein größeres System P (von Iz, II» Dingen, mit Operationen [xy]>, (zy)r; 
und zwei Dingen Apr, Br, welches unseren Axiomen I.—V. auch genügte) vor, 
derart, daß alle I. und II. Dinge I» Dinge sind, und [xy], (xy) in P beide auf die 
dortige Normalform [a(xy)r]) a ein II» Ding) gebracht werden können. Dann ist & 
ein Bereich in P und seine „Teilsysteme‘‘ 2’ sind einfach als seine Teilbereiche 
(in P) aufzufassen. Wir hätten eine ‚höhere Mengenlehre‘ P über 2 gelagert, 
in der auch Dinge, die in 2 argumentunfähig sind, Argumente sind. Das ist an sich 
nicht absurd: Wenn wir die „zu großen‘ argumentunfähigen Mengen in einem 
neuen Systeme P argumentfähig machen, so können wir die Antinomien noch immer 
umgehen, wenn wir die aus diesen allen gebildeten ‚‚noch größeren“ (d.h. in ? zu 
großen) Mengen ihrerseits zulassen, aber als argumentunfähig erklären. Die Idee 
ist teilweise dieselbe wie die, die der Russelschen ‚Stufenbildung‘‘ zu Grunde liegt. 

In einer solchen ‚‚höheren Mengenlehre‘‘ P hätte es also einen Sinn zu fragen, 
ob das erwähnte Bestimmtheitsaxiom (für die „niedrigere Mengenlehre‘ 2) er- 
füllt ist. Im folgenden werden wir der Einfachheit halber zwar die Terminologie 
der naiven Mengenlehre anwenden, aber man wird dabei stets sich vergegenwärtigen 
müssen, daß die Existenz eines ‚höheren‘ Systems P angenommen ist. Ohne eine 
solche Hypothese (die noch etwas problematischer ist als die von der Widerspruch- 
freiheit der Mengenlehre) kann man eben keine Untersuchung der den Axiomen 
genügenden Systeme 2’ vornehmen, es sei denn, daß man sich kritiklos in die 
Terminologie der (widerspruchvollen) naiven Mengenlehre finden will. 

Und nun tritt die zweite Schwierigkeit auf. Daß ein System, welches den 
Axiomen I.—V. genügt, das Beschränktheitsaxiom nicht zu erfüllen braucht, ist 
leicht nachweisbar (vgl. oben). Man müßte daher etwa das folgende wissen: 

Wenn das System 2 den Axiomen I.—V. genügt, so kommt unter 
seinen Teilsystemen 2”, die denselben auch genügen, mindestens ein kleinstes 
vor, d. h. eines mit der folgenden Eigenschaft: Außer 2” selbst genügt kein 
Teilsystem von 2’ den Axiomen I.—V. 

Dieses Teilsystem würde also dem Beschränktheitsaxiom genügen. Ein 
solches kleinstes Teilsystem könnte z. B. der gemeinsame Teil (Durchschnitt) aller 
den Axiomen I.—V. genügenden Teilsysteme 2’ von 2 sein (nämlich falls dieser 
den Axiomen I.—V. wieder genügen sollte). Allerdings braucht er es nicht zu sein. 
Nun zeigt aber eine nähere Untersuchung, daß der einzige bekannte Weg zur Her- 
stellung eines solchen Teilsystems versagt. Wir werden später den Umstand nennen, 
an dem das liegt. Aus diesen Gründen glauben wir folgern zu müssen, daß erstens 
das Beschränktheitsaxiom unbedingt zu verwerfen ist, und daß es zweitens über- 
haupt nicht gelingen kann, ein Axiom mit demselben Effekte zu formulieren. Dies 
hängt übrigens auch mit der fehlenden „Kategorizität‘‘ des Axiomensystems I.—V. 
zusammen, von der noch in $ 5 die Rede sein wird. 

Aber wenn es auch nicht gelingen kann, ein kleinstes den Axiomen I.—V. 


genügendes Teilsystem von 2 zu finden, so wollen wir doch sehen, welche 
Journal für Mathematik. Bd. 154. Heit 4. 32 
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den Axiomen I.—V. genügende Teilsysteme von 2 existieren können. Wir stoßen 
dabei auf eine höchst eigentümliche Erscheinung, die zuerst von Löwenheim und 
Skolem !) bemerkt wurde. 


$ 2. Über Teilsysteme. 


Es liege ein Teilsystem 2” vor. Wir wollen nun die Bedingung, daß 2” den 
Axiomen genügt, genau formulieren. 
Für die Axiome I. 1, 2, 3, ist dies ganz leicht. Sie lauten seinfach so: 
1. A, B gehören zu 2”. 
2. Wenn x, y zu 2’ gehören, so gehört auch [x, y] und (x, y) zu 2”. 
Für II. 1—7, III. 1., TV,. 1. besteht eine gewisse Schwierigkeit. II. 1. ver- 
langt z. B.: 
Ein II. Ding a gehöre zu 2”, für welches für alle II. Dinge x von 2’ 
[ax] = x ist. 
Analog bei II. 2.—IV. 1. Um das zu vermeiden, verlangen wir aber einfach 
stets etwas mehr, nämlich: 
3. Ein II. Ding a, für das stets (d. h. für alle I. Dinge aus 2, ebenso in fol- 
genden): [ax] = x ist, gehört zu 2”. 
4. Das I. Ding u gehöre zu 2’. Dann BAER ein II. Ding a, für das stets 
[ax] = u ist, zu 2”. 
Ein II. Ding a, für das stets [a(zy)] = x ist, gehört zu 2”. 
Ein II. Ding a, für das stets [a(xy)] = y ist, gehört zu 2”. 
Ein II. Ding a, für das stets [a(xy)] = [xy] ist, gehört zu 2”. 
Wenn die II. Dinge a, b zu 2’ gehören, so gehört ein II. Ding c, für das 
stets [cx] = ([ax] [b x]) ist, zu 2”. 
9. Wenn die II. Dinge a, b zu 2” gehören, so gehört ein II. Ding c, für das 
stets [cx] = [a[bx]] ist, zu 2”. 
10. Ein II. Ding a, für das [a(x&y)] # A mitx =y gleichbedeutend ist, gehört 
zu 2. 
11. Ein II. Ding a, für das [ax] + A damit gleichbedeutend ist, daß x ein 
I. II. Ding ist, gehört zu 2”. 
(Daß solche II. Dinge überhaupt vorhanden sind, garantieren die entsprechenden 
Axiome II. 1.—IV. 1.) Von hier an haben wir also hinreichende, aber nicht mehr 
notwendige Bedingungen. Und damit schwindet die Möglichkeit, ein kleinstes 


oe 


1) Löwenheim, Über Möglichkeiten im Relativkalkül (Mathemat. Annalen 76, 1915, 8. 447—470); 
Skolem, Logisch-kombinatorische Untersuchungen über die Erfüllbarkeit oder Beweiskraft mathe- 
matischer Sätze ...); Didenskapsselskapets Skrifter 1. Mat. Naturv. Klasse 1920. No. 4. Christiania ; 
Einige Bemerkungen zur axiomatischen Begründung der Mengenlehre (Mathematiker Kongressen i 
Helsingfors, Helsingfors 1923, Seite 217—232); Vgl. hierzu Fraenkel, Zitat von Fußnote 6. 

In den beiden ersten Arbeiten wird der Satz allgemein bewiesen, dessen Spezialfall für die 
Mengenlehre den Gegenstand des folgenden $ 2 bildet: Jedes überhaupt erfüllbare Axiomensystem 
ist bereits durch abzählbare Systeme erfüllbar. In der letzten Arbeit zieht Skolem hieraus die (un- 
günstigen) Konsequenzen für die Mengenlehre. 

Trotzdem also der Inhalt der $$ 2 und 3 nicht neu ist, glauben wir, daß es nicht unnütz 
ist, auf diesen interessanten Umstand wieder eingehend hinzuweisen. 
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Teilsystem zu finden, daß den Axiomen genügt: Denn die zu formulierenden Be- 
dingungen gehen alle zu weit. 
Eine weitere Schwierigkeit tritt bei den Axiomen III. 2, 3. auf. Betrachten 
wir z. B. II. 2; es lautet so: 
Das II. Ding a gehöre zu 2’. Es gibt dann ein II. Ding b in 2’, so daß 
für alle I. Dinge x in 2’ [bx] + A damit gleichbedeutend ist, daß für alle 
I. Dinge y in 2” [a(zy)] = A ist. 
Wieder geht 2’ in die Definition des 5 ein, das zu ihn gehören soll; denn um zu wissen, 
ob etwas „für alle I. Dinge y in 2’“ gilt, muß man ja ganz £’ kennen. Indessen 
kann man diese Schwierigkeit überwinden, indem man erzwingt, daß in den in 
Betracht kommenden Fällen ‚‚für alle I. Dinge y in &’‘ dasselbe bedeutet wie „für 
alle I. Dinge y“. Und das erreicht man einfach folgendermaßen: 


(Vorbereitende Bedingung.) 


12. Das II. Ding a und das I. Ding x sollen beide zu &’ gehören. Wenn es 
überhaupt ein I. Ding y mit [a(xzy)] + A gibt, so soll auch mindestens 
ein derartiges y zu 2’ gehören. 

Und nun können wir für III. 2. verlangen (und zwar wieder wie bei II. 1.—IV. 1. 
etwas zu viel): 
(Hauptbedingung.) 

13. Das II. Ding a gehöre zu 2”. Ein II. Ding b, für das stets [bx] + A damit 
gleichbedeutend ist, daß stets [a(zy)] = A ist, gehört dann zu 2”. 

Bei III. 3. ist die Lage dieselbe. Damit hier die „Einzigkeit‘‘ des y gefaßt werde, 
muß zur „vorbereitenden Bedingung‘ 12. noch die folgende hinzugenommen werden. 

14. Das II. Ding a und die I. Dinge x, y mögen zu 2’ gehören. Wenn [a(xy)] 
+ A ist und wenn ein y’ mit [a(zy’)] # A,y’+y existiert, so gehört 
auch ein solches y’ zu 2”. 

Und nun lautet die Hauptbedingung: 

15. Das II. Ding a gehöre zu 2’. Dann gehört ein II. Ding b zu 2’, für 

welches immer, wenn für ein einziges y [a(xy)] + A ist, |bx] = y ist. 
Bei Axiom I. 4. brauchen wir wieder eine ‚„vorbereitende Bedingung“: 

16. Die II. Dinge a, b gehören zu 2’,. Wenn es ein x mit [ax] + [bx] gibt, 
so gehört auch ein solches x zu 2”. 

Eine Hauptbedingung ist hier nicht nötig, da keine Existenz verlangt wird. (Alle 
diese Bedingungen sind hinreichend, aber nicht notwendig.) 

Schließlich bleiben die Axiome IV. 2., V. 1.—3. übrig. Hier müssen auch 
entsprechende vorbereitende Bedingungen 17.—19. (für IV. 2., da 3 mal „‚alles‘ 
und „es gibt‘‘ superponiert sind), 20.—21. (für V. 1.), 22 (für V. 2.), 23 (für V. 3.) 
formuliert werden, die wir nicht einzeln anführen wollen. 

Was die Hauptbedingungen betrifft, so ist für die eine Hälfte von IV. 2. 
(wenn a kein I. II. Ding ist, so gibt es ein b, so daß usw.) eine notwendig. Sie lautet so 

24. a sei ein II. Ding, das kein I. II. Ding ist, und gehöre zu 2’. Dann gehört 
ein II. Ding b zu 2”, für welches zu jedem x ein y mit [ay] + A, [by] = r 
existiert. 


r 39* 














234 Neumann, Eine Ariomatisierung der Mengenlehre. 


Für die andere Hälfte von IV. 2. (wenn es ein 5b gibt, für welches usw. so ist a kein 
I. II. Ding), ist aber gar keine Hauptbedingung nötig. Der Grund ist derselbe wie 
bei Axiom I. A.: Es wird ja keine Existenz gefordert. 

Bei den Axiomen V. 1.—3. schließlich brauchen wir auch keine Hauptbe- 
dingungen. Denn hier werden zwar Existenzen gefordert, aber Existenzen von 
I. II. Dingen. Daß nun Ils- Dinge von den geforderten Eigenschaften .existieren, 
folgt bereits aus den Axiomen der Gruppen I.—IV., d. h. für 2’ aus den Bedin- 
gungen 1.—19, 24. Da aber diese Ily Dinge in 2 sicherlich I. II. Dinge sind (2 
erfüllt ja die Axiome der Gruppe V.), so müssen sie auch I. II.s Dinge sein. 
(I. IIl.z- Dinge sind ja definiert, als zu 2” gehörende I. II. Dinge.) 

Zusammenfassend können wir also sagen: 

Dazu, daß 2’ den Axiomen genüge, ist es jedenfalls hinreichend, daß die 
Bedingungen 1.—24. erfüllt seien. Jede der Bedingungen 1.—24. hat die folgende 
Form: 

Die I. oder II. Dinge u,, u,... u„ sollen zu 2’ gehören. Wenn sie der 

Bedingung A(u,, Us, . . ., 4.) genügen und wenn es I. oder II. Dinge v gibt, 


die der Bedingung B(u,, Us, . . ., %n, v) genügen, so gehört auch ein solches 
vzu 2. 
In die Bedingungen A, B gehen dabei (außer u,, us, ..., Un, bZW. Uj, Ug,...Un,0) bloß 


Eigenschaften von 2 ein, 2’ kommt in ihnen nicht vor. Für gewisse Bedingungen 
1, 3, 5—7, 10—11) ist dabei n = 0 zu setzen, d. h. es wird verlangt: Wenn ein v mit 
der Eigenschaft B(v) existiert, so gehöre ein solches v zu 2” 

Solchen Bedingungen kann man aber leicht genügen. Es gibt offenbar ein 
kleinstes 2’, das diesen Bedingungen genügt (welche aber weitergehend sind, als 
die ursprüngliche Forderung, daß 2’ den Axiomen genüge). Man hat nur das fol- 
gende Verfahren anzuwenden: 

Man nehme alle Bedingungen 1.—24., in denen n = (0 ist (siehe oben), 
und bilde die durch dieselbe postulierten T. oder II. Dinge v,, v,,.. . .,v,. — 
Sodann nehme man alle Bedingungen 1.—24., in denen n >1 ist (d. h. die 
wirklich variable u,, u,,...,u„ enthalten). Man setze sie in alle möglichen 
Kombinationen von v,,%,...,®, ein, und bilde die dann postulierten 1. 
oder II. Dinge v,, v5, ..., da. Man setze in sie dann alle möglichen Kombi- 
nationen VON Y,%y, +. . 045 9% da. .,d,. ein, und bilde dann die postulierten 
I. und II. Dinge v} vy,.. ., vw. — USW., USW, 

Wenn wir nun 2’ als das» System der Dinge v,, U ».., Ya5 Us Up =. +, Dar; 
v4, 0gy +». Vyr;... wählen, so haben wir ein System, das unseren Axiomen genügt. 


$ 3. Die Abzählbarkeit. 


Das 2’, das wir im $ 21 gewonnen haben, hat eine höchst überraschende 
Eigenschaft: Es ist offenbar abzählbar. Dabei ist auf den Sinn des Wortes „ab- 
zählbar‘‘ zu achten. 2’ ist nicht abzählbar in dem Sinne, daß es als Bereich im, 
Systeme 2 (oder 2’) die Mächtigkeit X, hat, d. h. auf die erste unendliche Ord- 
nungszahl » durch ein II. Ding aus 2 ein-eindeutig abgebildet werden kann !). 





!) Dies ist in der Tat gleichbedeutend mit „abzählbar“, weil nach unserer Definition der 
Ordnungszahl w eine abzählbare Menge darstellt. (Vgl. das Zitat von Fußnote % S. 223.) 








io ee xD 


DZ diem bel 


BE hd 9 DD u a A TU u un age 


m BB a m u 











Neumann, Eine Axiomatisierung der Mengenlehre. 235 


Davon kann natürlich keine Rede sein, denn 2’ ist ja überhaupt kein Bereich, es 
enthält auch II. Dinge (siehe Kapitel 1). Außerdem sind Teile von ihm (nämlich 
alle unabzählbaren Teilbereiche von 2”) „unabzählbar‘“ in dem Sinne, den dieser 
Begriff im System 2’ hat. Aber es ist „abzählbar‘‘, wenn wir es als Bereich in dem 
„höheren‘‘ Systeme P betrachten (und die vorhin erwähnten Teilbereiche alle mit 
ihm), oder mit den Worten der naiven Mengenlehre: Seine Elemente können de facto 
in eine Reihe geschrieben werden. 

Es ist wesentlich, hier alle Mißverständnisse auszuschalten. Im System 2 
liegen eine Reihe von Mengen und von Abbildungen vor. Diese genügen den 
formalen Anforderungen der Mengenlehre. Die Mengen haben alle möglichen 
Mächtigkeiten. Aber alle diese Mächtigkeiten sind scheinbar, sind nur Mächtig- 
keiten relativ zur Gruppe der Abbildungen des Systems. Denn das System 2’ um- 
faßt (trotz seiner formalen Vollständigkeit) noch lange nicht alle denkbaren Ab- 
bildungen: Ein „höheres“ System P muß bereits neue Abbildungen enthalten, 
so z. B. solche, die alle (unendlichen) Mengen in 2’ auf einander abbilden. Denn 
als Teile des (in P) abzählbaren 2’ sind ja alle abzählbar, also (in ?) gleichmächtig. 
Man könnte vielleicht glauben, es bestände hier ein Widerspruch zum Axiom IV. 2.: 
Kann doch das II. Ding » (oder irgendein unendliches I. II. Ding) auf den Bereich 
aller I. Dinge abgebildet werden, und es ist trotzdem ein I. II. Ding! Aber es ist 
was die Antwort sein muß: Die fragliche Abbildung gehört zu P (ist II» Ding) 
und nicht zu 2’, und nur auf II. Dinge aus 2’ bezog sich naturgemäß das Axiom IV.2. 

Diese Relativität der Mächtigkeiten ist ein sehr krasses Zeugnis dafür, wie 
weit die abstrakt-formalistische Mengenlehre von allem, was anschaulich ist, liegt. 
Man kann wohl Systeme 2’ herstellen, die durch Erfüllen gewisser formaler Axiome 
die Mengenlehre bis in alle Details treu repräsentieren, die also eigentlich die for- 
male Mengenlehre selbst sind. Es treten in ihnen alle bekannten Mächtigkeiten 
auf in ihrer unendlich großen Anzahl, die größer als jede Mächtigkeit ist. Aber 
sobald man feinere Untersuchungsinstrumente ansetzt (,höhere‘‘ Systeme P) 
löst sich das alles in nichts auf. Von allen Mächtigkeiten bleibt nichts als die end- 
lichen und die abzählbare übrig. Nur diese haben realen Sinn, alles andere ist 
formalistische Fiktion. 

Dieser Umstand ist übrigens keineswegs etwa eine spezielle Eigenschaft 
unserer Axiomatik: Das im+$ 2 angewandte Verfahren könnte man fast genau so 
anwenden (vgl. die Arbeiten von Löwenheim und Skolem), wenn an Stelle unserer 
Axiome irgendwelche andere logische Bedingungen gesetzt würden. Die soeben 
ausgeführte Konstruktion drückt jeder axiomatischen Mengenlehre den Stempel 
der Irrealität (oder mit einem viel benützten Worte ‚„Imprädikativität‘‘) auf. 


$ 4. Mengenlehrenmodelle. 


Wir wissen jetzt: wenn es überhaupt möglich ist ein System 2 zu finden, 
welches den Axiomen genügt, so kann man auch ein solches System finden, in dem 
es nur abzählbar viele I. Dinge und abzählbar viele II. Dinge gibt. Dies läßt es 
aber als möglich erscheinen, daß man rein arithmetisch ein Modell für die Mengen- 
lehre findet. Man könnte etwa den folgenden Ansatz machen: 
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Die I. Dinge seien die ganzen Zahlen 1, 2,.... 

Die II. Dinge seien alle Funktionen f aus einer Menge Ö von Funk- 
tionen (© ist selbstverständlich ebenfalls abzählbar), deren Definitionsbereich 
und Wertevorrat die ganzen Zahlen sind. 


(x, y) sei eine gegebene Funktion p (xy), definiert für x,y =1,2,.... 
[xy] sei f(y) wenn x die Funktion f aus ® und y=1,2,... ist. 
A sei 1, B sei 2. 


| Es ist aber noch eine Korrektion bezüglich der I. II. Dinge anzubringen ; 
denn so wie der Ansatz zunächst lautet, sind die I. Dinge von den II. Dingen alle 
verschieden. Dem ist aber leicht abzuhelfen. Wir nehmen an, daß alle I. Dinge 
auch I. II. Dinge sind. Dieser Erweiterung des Axioms IV. 1. ist unwesentlich; man 
kann zeigen: sind die Axiome widerspruchfrei, so sind sie es auch mit dieser Erwei- 
terung. Dann müssen wir einfach zu jedem I. Dinge, d. h. zu jeder Zahl 1, 2,... 
angeben, mit welchem II. Ding, d. h. mit welcher Funktion aus ® es zu identi- 
fizieren ist. Zu diesem Zwecke brauchen wir eine weitere 2-Variablen-Funktion 
p(zy); dann werden wir der Zahl x die Funktionen y(xy) (als Funktion von y be- 
trachtet) zuordnen, die also zu ® gehören muß. Also: 
Die Funktion Y(xy) sei definiert für ,y=1,2,.... 


Für festes x ist 9 (xy) Funktion von y, als solche gehöre es für jedes x zu ®. 


Es fragt sich noch, welchen Bedingungen die beiden Funktionen p, und die 
Menge von Funktionen ® (nur sie sind noch im Ansatze willkürlich) zu genügen 
haben, damit die Axiome erfüllt seien. 

Man kann zunächst zeigen, daß man für p(xy) = (xy) z. B. 2-1 (2y—1) wählen 
darf (aus p (2, Yı) = P (a Y,) folgt &, = X, Yı = Ya), denn diese Funktion spielt 
keine besonders tiefliegende Rolle. Wesentlich aber ist die Wahl von $ (xy) und 
von ®. 

Nun kann man die Bedingungen für diese beiden formulieren. Wir wollen 
das hier nicht mehr im einzelnen durchführen, sondern nur einiges über ihre Form 
angeben. 

Die Bedingungen werden (gegenüber denen im $ 3) dadurch wesentlich ver- 
schärft und kompliziert, daß nun das System nicht mehr Teil eines größeren ist, 
welches die Axiome erfüllt (wie 2’ von 2). Sie werden infolgedessen auch nicht 
mehr den einfach erfüllbaren Charakter haben. Besonders bedenklich wird das 
Axıom IV. 2. Denn es fordert, daß keine Funktion, die eine Menge p (xy) #1 
(x fest, y das Element) auf die Menge aller Zahlen abbildet, zu ® gehören darf. 
Während nun die meisten Bedingungen dem ® eine untere Grenze vorschreiben 
(d.h. verlangen, daß gewisse Funktionen zu ® gehören müssen) schreibt ihm dieses 
Axiom eine obere Grenze vor. Man hat zunächst gar keine Garantie dafür, ob die 
beiden Grenzen nicht kollidiren, was neue Antinomien bedeuten würde. Das ist 
indessen kein so schwerwiegendes Argument gegen die Wahl des Axioms IV. 2., 
als man zunächst denken möchte. Denn an Stelle von IV. 2. müßte man ja doch 
zu allermindest das Zermelosche Aussonderungs-Axiom annehmen (und das wäre 
noch für viele Zwecke gar nicht hinreichend) etwa in folgender Form: 
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IV. 2. Wenn b ein I. II. Ding und a ein II. Ding ist, und wenn a<b ist, 
so ist auch a ein I. II. Ding. 


Dieses Axiom entspricht dem Aussonderungsaxiom. Denn daß a ein II. Ding 
ist, bedeutet dasselbe, was Zermelo als „durch eine definite Eigenschaft bestimmt“ 
bezeichnet. Zusammen mit a<b, wo b ein ]. Il.-Ding ist, muß hieraus die Zu- 
lässigkeit von a folgen, d. h. daß a ein I. II. Ding ist. 

Und dieses (absolut unvermeidliche) Axiom würde, wie man sich leicht über- 
zeugt, genau dieselben Schwierigkeiten machen wie IV.2. An der Stelle von IV. 2. 
muß eben unbedingt ein spezifiisch ‚„imprädikatives‘‘ Axiom stehen; und ein der- 
artiges Axiom muß bei der Konstruktion eines Modelles Schwierigkeiten machen. 

Die Bedingungen, die in dieser Art gewonnen werden, sind so unübersicht- 
lich und kompliziert, daß wir kein Modell angeben können, ja gar nicht fest- 
stellen können, ob sie überhaupt verträglich sind obgleich die Konstruktion durch- 
führbar sein muß, falls die Mengenlehre auf nicht-intuitionistischer Basis über- 
haupt möglich ist. 

Schließlich möchte ich noch eines bemerken. Wenn man die Axiome der 
Gruppe V. (Unendlichkeit) fortläßt, so reichen die übrig bleibenden Axiome zur 
Begründung der Theorie der endlichen Zahlen aus; ja selbst die Theorie der reellen 
Zahlen wird im reduziertem Umfange möglich: Sie sind unendliche Bereiche, also 
keine Mengen (I. II. Dinge). Man erhält eine Mathematik, in der die Theorie der 
reellen Zahlen auf Grund der Fundamentalfolgen möglich ist, die Konvergenzsätze 
für Folgen und Reihen gelten, die Theorie der stetigen Funktionen, die Algebra, 
Analysis, und das Riemannsche Integral möglich sind. Sinnlos hingegen wird 
der Weierstraßsche Satz von der oberen Grenze (für Zahlenmengen, nicht Folgen), 
da Mengen aus II. Dingen unmöglich sind, ferner der allgemeine Funktionsbegriff 
die Wohlordnung des Kontinuums, das Lebesguesche Integral. 

Da man es hierbei nur mit endlichen Mengen zu tun hat (alle I. II. Dinge sind 
ja endlich), so kann man hierfür ein Modell angeben. ® (xy) muß so gewählt 
werden, daß man alle Funktionen, die nur für endlich viele Zahlen +1 sind, dar- 
stellen kann, z. B.: 


Die Primzahlen seien der Größe nach geordnet: 


Pu P»- 
Wenn & -i P, "n ist (alle a,> 0, nur endlich viele > 0), so ist: 
ey)=-%,Ht1. 


Die Wahl des ® ist dann leicht, man hat nur konstruktive Bedingungen (in 
diesem Falle ist nämlich IV. 2. automatisch erfüllt, die Kollision der beiden, 
obenerwähnten Grenzen für ® findet nicht statt), wie man ziemlich leicht 
einsehen kann. 

Man erhält so, als weiteren Beleg dafür, was im $ 3 von der Abzählbarkeit ge- 
sagt wurde, ein abzählbares Modell für eine Pseudo-Mathematik, die mit der ‚‚wirk- 
lichen‘ in einem großen Teile der wesentlichen Punkte übereinstimmt. Für die 
„große‘‘ Mengenlehre ist zwar das Modell unbekannt, aber es muß auch hier existie- 
ren, falls eine formalistische Mengenlehre überhaupt möglich ist. 
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$ 5. Kategorizität. 


Wir müssen nun noch untersuchen, ob unser Axiomensystem kategorisch ist, 
d.h. ob es das von ihm beschriebene System eindeutig bestimmt !). Wir wollen 
diesen Begriff näher beschreiben. 

Es ist bekannt, daß aus den euklidischen Axiomen ohne das fünfte Postulat 
noch nichts über dieses fünfte Postulat folgt. D. h.: Es kann zwei Systeme geben, 
die beide diesen Axiomen genügen, von denen aber das erste dem genannten Postu- 
late genügt, das zweite nicht. Im Gegensatze hierzu kann in der regelrecht axioma- 
tisierten Geometrie so etwas niemals geschehen; ein geometrischer Satz, der in 
einem den geometrischen Axiomen genügenden Systeme wahr ist, ist es auch in 
jedem anderen. (Daß die Axiome der Geometrie letzten Endes von denen der 
Mengenlehre abhängen — wegen der ‚Stetigkeit‘‘ —, davon wollen wir zunächst 
absehen.) Daß dies so ist, beruht auf dem folgenden Satze: 


(Isomorphismus) 


A,, A, seien zwei Systeme, die den geometrischen Axiomen genügen. Es 
gibt dann eine ein-eindeutige Abbildung von A, auf A,, bei der die den Axio- 
men zugrunde liegenden Beziehungen erhalten bleiben, d. h.: bei der in- 
einander liegende Punkte und Geraden, streckengleiche Strecken, kongruente 
Dreiecke usw. in ebensolche übergehen (d. i. der „Isomorphismus‘‘). 
Aus diesem leicht zu beweisendem Satze folgt offenbar: ist ein mit Hilfe 
dieser Grundbeziehungen formulierter Satz in A, erfüllt, so ist er es auch in A,. 
Ein Axiomensystem von dieser letzteren Art, in dem ein dem angegebenen 
Satze analoger Isomorphismus-Satz gilt, bestimmt also die logischen Eigenschaften 
der von ihm beschriebener Systeme ganz eindeutig, es heißt kategorisch. Ist nun 
das System unserer Axiome derart ? 
Dies ist höchst wichtig. Denn wir wissen ja bloß, daß die bereits erledigten 
Sätze der Mengenlehre aus ihm folgen. Die unerledigten aber, z. B. das Kontinuum- 
Problem, könnten (wenn die Kategorizität fehlt) in einem ihnen genügenden 
Systeme richtig, im anderen falsch sein. D. h. es wäre überhaupt unsicher, ob diese 
Axiome zur Erledigung z. B. des Kontinuum-Problems hinreichen. | 
Daß die Axiome in der jetzigen Form viel zu weit sind, um kategorisch zu sein, 
ist klar; wir wissen ja z. B. nicht, ob es I. Dinge gibt, die keine I. II. Dinge sind; 
ob A und B Mengen sind; ob (AB) =A oder # A ist; usw. Dem ist aber leicht 
abzuhelfen. Wir verlangen (man kann zeigen, daß diese Axiome keine Widersprüche 
erzeugen, falls die früheren widerspruchsfrei waren): 
VI. 4. Alle I. Dinge sind I. II. Dinge. (IV. 4. wird hierdurch überflüssig.) 
2. Esist A = 0, B= (0). (0 ist die Menge ohne Elemente, (0) enthält 
nur ©.) 
3. Es ist (u,v) = ((u, v), (u)). ((a,ß) ist die Menge mit den Elementen 
a, ß. Aus ((u,, v,), (u,)) = ((üs, %5,), (u,)) folgt, wie man leicht zeigt 
u] = Us, dı = 2y.) 





ı) Der Begriff der „Kategorizität“ stammt von O. Veblen (Transactions of the American math. 
Society 5, 1914, S. 346). 
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Ein weiteres Hindernis, auf welches bereits im Kapitel 1. hingewiesen wurde, 
die Möglichkeit der Existenz ‚‚unerreichbarer‘‘ Mengen, wie z. B. die „absteigenden 
Mengenfolgen“ (siehe $ 1.) können wir auch ausschalten. Wir haben im $ 1 die Mo- 
tive auseinandergesetzt, die es unmöglich machen dies direkt durch ein „Beschränkt- 
heitsaxiom‘ zu erreichen. Es genügt aber formal auch das Ausschließen der ‚ab- 
steigenden Mengenfolgen“ (auf den Beweis gehen wir hier hier nicht ein). Also: 


4. Es gibt kein II. Ding «a mit der folgenden Eigenschaft: 


Es ist für jede endliche Ordnungszahl (d. h. ganze Zahl) n 
[a, n+1]ela,n]. 

(Auch hier kann gezeigt werden, daß dieses Axiom VI. 4. keine neuen Wider- 
sprüche erzeugen kann. — Eigentlich wäre noch eine weitere Quelle der Nicht- 
Kategorizität auszuschalten, nämlich die vielleicht mögliche Existenz von sog. 
regulären Anfangszahlen mit Limes-Index. Dies führt aber zu sehr ins Gebiet der 
speziellen Mengenlehre, um hier behandelt zu werden; obendrein kann auch diese 
Schwierigkeit beseitigt werden.) 

Nun ist aber unser Axiomensystem auch nach der Hinzunahme dieser Axiomen- 
gruppe VI. in Wirklichkeit höchstwahrscheinlich immer noch nicht kategorisch; 
die Konstruktion der erforderlichen isomorphen Abbildung zweier den Axiomen 
genügenden Systeme 27, 2, auf einander gelingt trotz alledem nicht. Sie scheitert 
im wesentlichen an dem Umstande, daß das Axiom VI. 4. nicht alle „absteigenden 
Mengenfolgen‘“ ausschließt, sondern nur die, die die Normalform der Folgen im 
System 2, (bzw. 2&,) [a1], [a2], [a3], ... (a ein II. Ding in &, bzw. 2,) haben. 
Dann können aber natürlich noch immer welche „außerhalb des Systems‘ 
übrigbleiben. Im Interesse der isomorphen Abbildung müßte man auch diese ver- 
bieten, d. h, wieder zu einem Systeme P, das „höher“ als beide Systeme 2, &, 
ist, greifen. Und das ist bei dem Axiome VI. 4., das sich auf &, bzw. 2, allein 
zu beziehen hat, unmöglich. 

Nach alledem scheint also überhaupt keine kategorische Axiomatisierung 
der Mengenlehre zu existieren; denn die Schwierigkeit mit dem Beschränktheits- 
axıom und den „höheren“ Systemen wird wohl keine Axiomatik vermeiden können. 
Und da es kein Axiomensystem für Mathematik, Geometrie, usw. gibt, das nicht 
die Mengenlehre voraussetzte, so wird es wohl überhaupt keine kategorisch axioma- 
tisierten unendlichen Systeme geben. Dieser Umstand scheint mir ein Argument 
für den Intuitionismus zu sein. 

Im Anschluß an die Kategorizitätsfrage sei noch das folgende erwähnt. Es 
seien zwei Systeme &,, &, gegeben, a,, a, seien Mengen in ihnen; und die Elemente 
von a, in 2, seien genau dieselben wie die Elemente von a, in &,. Wir wissen, daß 
es dann sehr wohl geschehen kann, daß a, in &, unabzählbar ist, aber a,in 2%, nicht 
(nämlic® wenn 2, „höher“ als &, ist). Es ist aber vielleicht sogar auch mit der 
Endlichkeit so. Die Definition der Endlichkeit ist jedenfalls infolge des Auftretens 
des Begriffes ‚‚alle‘‘ und ‚es gibt‘ in bezug auf das ganze System (2%, bzw. 2&,) der- 
artig, daß man nichts Bestimmtes sagen kann !). Ebenso steht es mit der Wohlord- 


eu 


!) Die Endlichkeit kann z. B. folgendermaßen definiert werden: 
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nung. Man hat also die Relativität der Mächtigkeiten nicht nur nach oben (vom 
Abzählbaren) hin in Betracht zu ziehen, (siehe Kapitel 3), sondern auch nach unten 
hin (im Endlichen). Elementare Begriffe, wie Endlichkeit und Wohlordnung, 
hängen jedenfalls vom gewählten System ab (2, oder 2,) ab; und es ist nicht aus- 
geschlossen, daß dieses Abhängen von wesentlichem Charakter ist: daß eine Menge 
aim Systeme 2, wohlgeordnet (bzw. endlich) zu sein scheint und sich im ‚‚feineren“ 
Systeme 2, als nicht wohlgeordnet (bzw. unendlich) herausstellt, bloß weil ein 
Teil 5 von ihm, der kein erstes Element hat, im Systeme Z, keine Menge war, 
also dort nicht bemerkt wurde, es aber im Systeme 2, ist. (Analog bei der End- 
lichkeit). 

Ja letzten Endes wäre es denkbar, daß ein jedes System 2%, noch derart ‚,‚ver- 
feinert‘‘ werden kann, daß sich endliche (bzw. wohlgeordnete) Mengen als un- 
endlich (bzw. nicht wohlgeordnet herausstellen. (Bei der Unabzählbarkeit ist ja 
das sicherlich der Fall.). Dann bliebe auch vom Begriffe der Endlichkeit (ebenso 
wie von dem der Unabzählbarkeit) nichts als die formale Einkleidung übrig. Es ist 
schwer zu sagen, gegen was das mehr sprechen würde; gegen den vom Intuitionis- 
mus verfochtenen anschaulichen Charakter der Endlichkeit oder gegen ihre durch 
die Mengenlehre gegebene Formalisierung. 

Es ist eigentlich ein Einwand gegen beide: tritt doch hier eine neue Schwierig- 
keit auf, die von den durch Russel und Brouwer angedeuteten wesentlich ver- 
schieden ist. Das abzählbar Unendliche als solches ist unanfechtbar: es ist ja nichts 
weiter als der allgemeine Begriff der positiven ganzen Zahl, auf dem die Mathematik 
beruht und von dem selbst Kronecker und Brouwer zugeben, daß er von „Gott ge- 
schaffen‘ sei. Aber seine Grenzen scheinen sehr verschwommen und ohne an- 
 schaulich-inhaltliche Bedeutung zu sein. Nach oben hin, im „Unabzählbaren“, ist 
dies nach Löwenheims und Skolems Untersuchungen ganz sicher; nach unten hin, im 
„endlichen“, ist es zumindest sehr plausibel: fehlt doch die Kategorizität sowie jeder 
Anhaltspunkt für die Bestimmtheit der Definition des „Endlichen“. Außerdem 
sind hier auch die Hilbertschen Ansätze machtlos: denn dieser Einwand betrifft nicht 
die -Widerspruchsfreiheit, sondern die — Eindeutigkeit (Kategorizität) der Mengen- 
lehre. Ä 

Wir können zunächst nicht mehr tun als feststellen, daß hier ein weiteres 
Bedenken gegen die Mengenlehre vorliegt und daß vorläufig kein Weg der Reha- 
bilitation bekannt ist. | 





a sei ein Bereich. a heißt endlich, wenn es keinen Bereich 5 gibt, der die folgenden 
Eigenschaften besitzt: 

b hat Elemente die Sa sind. Wenn x ein Element <a von b ist, so hat b auch Ele- 
mente, die S a und dabei < x sind. 
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Eine neue Bestimmung aller Berührungstransformationen 
der Kreise in der Ebene. 
Von B. Schilling in Dresden. 





Einleitung. 


Herr G. Scheffers‘) hat auf synthetischem Wege alle Berührungstrans- 
formationen der Kreise in der Ebene bestimmt. Er baut sie auf aus der Dilatation 
und einer Transformation 3 unter Zuhilfenahme von Punkttransformationen, die 
jeden Kreis wieder in einen Kreis überführen. Diese Betrachtungen hat Herr 
W. Ludwig ?) auf die nichteuklidische Geometrie ausgedehnt und dabei bewiesen, 
daß man durch die Aufeinanderfolge je zweier einfacher Berührungstransforma- 
tionen der. Kreise zu einer Berührungstransformation der Kreise gelangt, die in 
zwei einfache zerfällt. Unter einfachen Berührungstransformationen der Kreise 
sind dabei verstanden die Dilatation, die Transformation 3 und solche Berührungs- 
transformationen, die mittels Punkttransformationen, die jeden Kreis in einen 
Kreis überführen, auf eine von diesen beiden zurückgeführt werden können, so 
daß also mit diesen einfachen Berührungstransformationen sämtliche algebraische 
Berührungstransformationen der Kreise in der Ebene bekannt sind. 

Jede solche einfache Berührungstransformation der Kreise in der eukli- 
dischen Ebene ist nun analytisch darstellbar durch eine Gleichung 

| ‚2a,yldön)=®0, 
die sowohl in x, y als auch in £,n quadratisch ist. Der Zweck der vorliegenden 
Untersuchung ist, aus der allgemeinsten quadratisch-quadratischen Gleichung von 
der Form 2(z,y|&,n) = 0 die Berührungstransformationen der Kreise in der 
euklidischen Ebene auf analytischem Wege herzuleiten. Die hierbei auftretenden 
Mehrdeutigkeiten wollen wir bei unseren Betrachtungen in vollem Umfange be- 
stehen lassen. Damit die Gleichung 2(x,y|&,n) = 0 eine Berührungstrans- 
formation der Kreise in der Ebene darstellt, ist zunächst notwendig, daß jedem 
Punkte der xy-Ebene (2,) ein Kreis der &n7-Ebene (2,) und umgekehrt jedem 
Punkte von Z, ein Kreis von 2, zugeordnet ist. Natürlich stellt nicht jede solche 
Gleichung eine Berührungstransformation der Kreise dar, aber in der allgemeinsten 


!) „Synthetische Bestimmung aller Berührungstransformationen der Kreise in der Ebene.“ 
(Berichte über die Verhandlungen der Kgl. sächs. Gesellschaft d. Wissenschaften zu Leipzig, 1899, 
Bd. 51.) 

2) „Projektive Untersuchungen über die Kreisverwandtschaften der nichteuklidischen Geometrie.“ 
Habilitationsschrift. Karlsruhe i. B. 1904. 
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Gleichung dieser Art, — und diese kann man leicht aufstellen —, sind die Gleichungen 
aller Berührungstransformationen der Kreise in der Ebene enthalten. Es tritt 
für die letzteren noch die zweite Bedingung hinzu, daß in beiderlei Sinne jedem 
Kreise der einen Ebene zwei Kreise der anderen entsprechen. 


1. Berührungstransformationen, die jedem Punkt einen Kreis zuordnen. 


Jede Berührungstransformation der Ebene, die nicht eine erweiterte Punkt- 
transformation ist, läßt sich nach S. Lie darstellen durch eine Gleichung von der 
Form 


(1) 2a,yld,n)=0, 
wobei die Determinante 
0 2, | 
(2) d= | 2: 2: 2: | 
| 


2 27 In 


nicht infolge von 2 = 0 identisch verschwindet. x und y sind die Koordinaten 
in der einen Ebene 2,, & und n die in der anderen Ebene 2,. Andererseits stellt 
jede Gleichung von der Form (1) eine Berührungstransformation der Ebene dar, 
wenn 4A nicht infolge von 2 = 0 identisch verschwindet. 


Wenn jedem Punkte von 2, in der Ebene 2, ein Kreis entsprechen soll, 
so muß die Gleichung der Berührungstransformation die Form haben 


2er EM) +2) +2Y EM) HAM) = 0, 
wobei fi, fa, a, fa irgendwelche Funktionen von & und n sind. Ist umgekehrt 
jedem Punkte von 2, ein Kreis der Ebene 2, zugeordnet, so hat die Gleichung 
die Form 


2ER Hm) Try) + 28er, y) + 28a, y) + 8a, y) = 0; 
dabei sind g,, £3, £3, g, irgendwelche Funktionen von x und y. Soll nun in beiderlei 
Sinne jedem Punkte ein Kreis zugeordnet sein, so lautet die Gleichung der Be- 
rührungstransformation 


(2? + Y°) [Pın(&® + m?) + 2 Pı2d + 2 Pısn + Pıa] 
+22 [Pal + n”) +2 P2& + 2 Pas + Pr] 
+ 2% [psıl&® + m?) + 2 Pe + 2 Pas + Pal 
+ [Pal&® + mn?) +2 Pad + 2 Pan + Pul=0. 


Das ist die allgemeinste Gleichung einer solchen Berührungstransformation. Die 
16 Größen p,, sind beliebige Konstanten. Wir führen zur Abkürzung folgende 
Bezeichnungen ein: 


(En) = Pal + m) + 2Pped+2pan+ Pa, i=1,2, 
vi (X, y) = Pu(2? + Y?) + 2paiX + 2P5Yy + Pi: i=1,2 
Dann kann man die Gleichung (3) in der Form schreiben: 


3a) ran) +22) ty nen) + men) =t0, 
oder in der Form: 


(3b) Hm) ylay) +t25pla,y) +t2n my) ty, y) =0. 


(3) 





—— 
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Für die 16 Konstanten p,, besteht nur die eine Bedingung, daß die Determinante 4 
nicht infolge von 2 = 0 identisch verschwinden darf. 

In der Gleichung (3) sind alle Berührungstransformationen der Kreise in 
der Ebene enthalten. Um diese zu finden, muß man die zwischen den 16 Koeffi- 
zienten p;, bestehenden Bedingungen dafür ermitteln, daß jedem Kreise in Z, 
zwei Kreise von 2, und umgekehrt jedem Kreise in &, zwei Kreise von Z, 
entsprechen. Zunächst bestimmen wir die Gleichung der Kurve, die einem be- 
liebigen Kreise der Ebene 2, durch die Gleichung (3) zugeordnet ist. Der Kreis 
in 2, sei dargestellt durch die Gleichung 


(4) 2 + m +2aö+2bn+c=0. 


Wir betrachten sie zusammen mit der Gleichung der Berührungstransformation (3) 
in der Form (3b) 


eb) rm) ymy) +259(m,Y) +2nYla,y) +ylR,y) =0. 
Die Gleichungen (4) und (3b) werden nun nach £ differenziert, wobei x und y 
als konstant angesehen werden: 

(5) E+m'+ta+bn"=0, 

(6) emd)ytatnw=0. 
Aus den vier Gleichungen werden die drei Parameter &, n, n’ eliminiert. Wir 


multiplizieren zu diesem Zwecke die Gleichung (4) mit %, und subtrahieren 
davon die Gleichung (3b); wir erhalten 


(7) 2:layı -p)+2nlbypı —Yy) + (ep —y) =0. 
Weiter folgt aus den Gleichungen (5) und (6) 
erento 
n+b nYı t Ya 
oder 
(8) cry) —nlayıı -p) —lay —byp)=0. 
Nun lösen wir die Gleichungen (7) und (8) nach & und n auf und setzen die ge- 
fundenen Werte in Gleichung (4) ein. Dann ergibt sich die Gleichung: 


| 4a: (y — yıyı) +40 (y — yıyı) - ey 
(9) — Sabywyy tAacyıy+Abcy y + 4a yy yı 
+Aabyy —2cl2y3 +2y — yıyı) —yi =). 


Dabei ist 
yi = Pula + Y?) + 2paix + 2psy + Pa. i=1,2,3,4 

Durch die Gleichung (9) ist die Kurve in &, dargestellt, die dem durch die 
Gleichung (4) dargestellten Kreise von &, entspricht. Einem Kreise der Ebene 
2,, dargestellt durch die Gleichung 

(4’) 2+y +2arx +2by+co=0, 
entspricht demnach in 2, die durch die folgende Gleichung dargestellte Kurve: 

4 ailpE —YıYa) + Abi (Pi — Pı 94) — ii 

(9) — 8a,5, 9393 + 4a,Cı Pı Pa + Abıcı Yı 93 + Aa, 9294 

+45,9 9 — 2 29% +29 —p9) —- AM=0. 
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Dabei ist 
9% = Pal? +?) + 2pa& +2psn + Ppu- i=1,2,3,4 
Wir ordnen nun die Gleichung (9) nach Potenzen von x und y; wie man sofort 
erkennt, erhält man eine Gleichung von der Form 
R(@* + y?)’ + (Ax + By) (a? + y?) 

+ Aun2® + Ay? +2An0y +2 Asa + 2Agy+ Ag=0. 
Dabei sind A, A, B, A,1, Agg, Aya, Aus, Ags, Ass Funktionen von a, b, c und den 
16 Konstanten p;,. Ist R=+0, so ist dies die Gleichung einer bizirkularen Kurve. 


Man kann die 9 Koeffizienten dieser Gleichung leicht bestimmen. Wir setzen 
zur Abkürzung 


7x = Aa? (Pispıs — PiıPrs) + 4b? (Piepıe — PrrPrs 
(10 a) — (?PiıPprı — 8abpiwPpıs + Aacpiupıe + Abc pi Pıs 
+ AapiePrı + AbPpisPrı — 2c(2Piepı2 + 2PisPrıs — PrrPm) — PuPu. 
Dann nimmt die Gleichung (9) die Gestalt an: 


712? + yY?)? + [a2 + Raı)® + Arts + R1)yl(2? + y?) 

+ (ar HR + Ru)? + (Ar: +70 + R)y? + Alta + 72) 2Y 

+ 2 (4 + Ro)© + gg + R)y + ru = 0. 
Wenn nun dem durch die Gleichung (4) dargestellten Kreise zwei Kreise ent- 
sprechen soHen, so muß diese Kurve 4. Ordnung in zwei Kreise zerfallen und zwar 
für alle Werte von a, b und c. Dazu ist notwendig, daß r,, == 0 ist, und da wir 
gerade die Berührungstransformationen der Kreise suchen, so können wir für die 
weiteren Betrachtungen z,,==0 voraussetzen. Wir können dann sagen: Von 
speziellen Fällen abgesehen, in denen sicher keine Berührungstransformationen 
der Kreise vorliegen, ist dem durch die Gleichung (4) dargestellten Kreise durch 
die Gleichung (3) die bizirkulare Kurve zugeordnet: 


(10) (2? + y?)? + (ax + By) (x? + y?) 
A11%° + QyaYy? + 2a,,2Y + 24,3% + däsy ta: =0; 

















dabei ist 
_ 1 + a) m (23 an 73) an = Atg + 774 + vu 
7 2 7 
(10 b) Gy; = 33 14 Du em (Tas 2) Gy = Ts 
Tıı a 7Tıı 41 
4 Br e A 





Eine entsprechende bizirkulare Kurve in der Ebene 2, ist im allgemeinen durch 
die Gleichung (9’) dargestellt; man erhält die Gleichung nach &£ und n geordnet, 
wenn man in Gleichung (10) überall x und y durch #. und n und p,, durch p,,; 
ersetzt. 

Wir gelangen also zu folgendem Ergebnis: Damit die Gleichung (3) eine 
Berührungstransformation der Kreise in der Ebene darstellt, ist notwendig und 
hinreichend, daß sowohl die Gleichung (9) als auch die Gleichung (9’) je eine in 
zwei Kreise zerfallende Kurve 4. Ordnung darstellt. 
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2. Das Zerfallen einer bizirkularen Kurve in zwei Kreise. 


Die Aufgabe, die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür zu 
finden, daß die Gleichung (3) eine Berührungstransformation der Kreise in der 
Ebene darstellt, ist zurückgeführt auf eine andere Aufgabe: Es sind die notwen- 
digen und hinreichenden Bedingungen dafür zu ermitteln, daß die durch die 
Gleichung 


(10) (+ y’)?’ +lax + Py)(a ty?) + a2? + any? 
+ 2a,2Y + 2a,32 + 2ayYy + a3 = 0 

dargestellte bizirkulare Kurve in zwei Kreise zerfällt. Die Gleichung jeder bi- 
zirkularen Kurve läßt sich in der Form (10) schreiben; sie stellt also die allgemeinste 
bizirkulare Kurve dar. Wenn sie in zwei Kreise zerfällt, so muß sie sich außerdem 
darstellen lassen durch eine Gleichung von der Form 

AM) a+y+2pe+2mytr)a®+y+2pe+2gytr)=0. 
Die Gleichung (10) hat 8, die Gleichung (11) hat 6 wesentliche, voneinander un- 
abhängige Koeffizienten; oder anders ausgedrückt: Es gibt in der Ebene »® bi- 
zirkulare Kurven, davon zerfallen ©® in zwei Kreise. Zwischen den 8 Koeffizienten 
der Gleichung (10) werden also zwei voneinander unabhängige Relationen be- 
stehen müssen, wenn die bizirkulare Kurve in zwei Kreise zerfällt. Diese beiden 
Relationen gilt es nun zu ermitteln. Multipliziert man das Produkt auf der linken 
Seite der Gleichung (11) aus und vergleicht man die Koeffizienten mit den 
Koeffizienten der Gleichung (10), so gelangt man unter der Voraussetzung, daß 
letztere zerfällt, zu den folgenden 8 Beziehungen: 


a = 2(pı+ Pp2), BP = 2gı + 9), 
(12) 4, =Apıpa + rı + ra 9 =Ayıa +rı + ra Aa = 2(Pı92 + P2Qı), 
ee Aga = Qıfa + Qarın A333 = Tıfy. 
Wir müssen nun die Koeffizienten der Gleichung (11) durch die Koeffizienten 
der Gleichung (10) ausdrücken. Zu diesem Zwecke bilden wir aus der dritten 
und vierten Gleichung durch Subtraktion die Gleichung 


(13) A(Pı Pa — 9192) = Aı — Age 
und nehmen hierzu die Gleichungen 

(14) 2(PıQa + P29ı) = 41a, 

(15) 2(pı +Pp2)= u, 

(16) 2(Qı +9) =P. 


Diese vier Gleichungen lösen wir nach p,, Ps, 91, 95 auf, was mit Hilfe von Quadrat- 
wurzeln möglich ist. Es gelingt nämlich, zwei Gleichungen aufzustellen, in denen 
die vier genannten Größen nur in den Verbindungen p, — p, und g, — 9, auftreten. 
Aus diesen beiden Gleichungen kann man dann p, — p, und g, — 9, berechnen 
und schließlich mit Hilfe von (15) und (16) die Größen p,, Ps, 91, 9, selbst. Wir 
quadrieren zunächst die Gleichungen (15) und (16) und subtrahieren die letztere 
von der ersteren: 


4(pt + 2pıpa + P}) - Ad + nt) = a — PR. 











246 Schilling, Berührungstransformationen der Kreise in der Ebene. 


Davon subtrahieren wir die mit der Zahl 4 erweiterte Gleichung (13) 
16p, pa — 169,95 = Alayı — A2) 
und erhalten | 
(17) A(pı — Pa)? — Algı — 92)? = (a? — P?) — Alayı — Ay). 
Weiter multiplizieren wir die Gleichungen (15) und (16) miteinander: 


A(pıdı + PaQe + Pı@a + PaQı) = aß. 
Davon subtrahieren wir die mit der Zahl 2 erweiterte Gleichung (14) 
4(Pı92 + P2Qı) = 2a | 

und. erhalten | | 

KA A(pıQdı + P292). = aß — 2a,.. 
Wir quadrieren diese Gleichung 

Ä 16(pigi + 2Pı PaQı92 + Pi) = PB? — Aaßaz + Aa 

sowie die mit der Zahl 2 erweiterte Gleichung (14) 

| 16(pjg3 + 2Pı P29192 + P3gi) = Aa} 
und- erhalten durch Substraktion der letzten Gleichung von der vorletzten 
| 16(pigi — pi — p2gı + Pi) = Pf? — Aaßaı; | 
oder 

16(pj — p3) (di — 9) = aß (aß— 4a,,) 
oder | 

16(pı — Pa) (91 — 92) (Pı + Pe) (9 + 92) = aßlaß — Aa,,). 
Nun ist aber wegen (15) und (16) 
4(pı + Pa)(Qı + 92) = aß, 
also folgt: 
(18) A(pı — Pa)(9ı — 92) = aß — Aay.. 
Aus’ den: Gleichungen (17) und (18) berechnen wir jetzt p, — ps, und 9, — 9. 
Wir :quadrieren die Gleichung (17) 
16(p, — P2)* — 32(pı — Pa)? (91 — 92)? + 16(9ı — 92)" = [(a? — B) — 4layı a ap) 
und die mit der Zahl 2 erweiterte Gleichung (18) und erhalten: 
64(pı — Pa)? (9ı — 9)? = Alapf — Aay}. 

Nun addieren wir die beiden letzten Gleichungen und ziehen auf beiden Seiten 
die Quadratwurzel: 


A(pı — Pa)” + Alqı — 92)” = Ve — B?) — Aayı — a9)] + Alaß — Aaze}?. 
Aus dieser Gleichung und der Gleiehung (17) folgt: _ ie 
&(pı — Pa)” = [(a? — PB?) — 4layı — Qg)] 
+ VIta® — B?) — Alayı — a3)]? + 4[aß — Aa2], 
89, — 92)? = — [(a? — P?) — Alayı — Q)] 











+ Vita? — BP) — 4layı — 433)? + Alaß — 4a,,]?. 
Wir wollen die folgenden drei Abkürzungen einführen, von denen die dritte erst 
später Verwendung findet: | Ä 











19) | 
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| A = (a? — B?) — 4laıı — Q3), B = aß — Aa,,), 


C = 4(a,, + a3) — (a? + P?). 


Dann können wir die letzten beiden Gleichungen kürzer so schreiben: 





4(Pı — Pe) = V2A + 2YA® + BR, 
4 — 9) = V— 2A +2yA® + Be. 
Nun ist nach (15) und (16) 


A(pı + Pa) = 2a und Algı + 92) = 2P, 


und wir erhalten schließlich: 





(20) | 


Nun sind noch die Größen r, und r, zu bestimmen, und wir betrachten zu diesem 
Zwecke von den Gleichungen (12) die dritte, die vierte und die achte: 


8p, = 2a + J2A +2 YA® + Be, 


Bp, = 2a aA + 2a E Ds 


89, = 2B + V—24 + 2YA° + Bi, 


89 = 28 — V— 24 +2 yA® + Be 


ApıPp + rı tr = A 
Ange trı tra = Ay, 


Tıfa = Aga. 


Aus den beiden ersten dieser Gleichungen folgt 


1 
nt g|(& + 49) —A4(pıPpa + n)| 
und unter Berücksichtigung der Gleichungen (20) 


ru +72 = gl + a) — gl +) A VAR Bi)| 


oder 


1 EEE ERERE BEE 
n+n=g(C +YA®+B8). 


Aus dieser Gleichung und der Gleichung 


folgt zunächst 


und schließlich 


r] 


(21) 





r2 


rı 
Rn. 
46 
1 


16 


Durch (20) und (21) sind die Koeffizienten der Gleichung (11) durch diejenigen 


der Gleichung (10) ausgedrückt. Dazu haben wir von den acht Gleichungen (12) 
Journal für Mathematik, Bd. 154. Heft 4. 


Tıfa = (gg 


urn VI HA FB Ya 


[C + yAT+ BE + lc + VAR + Bi — 2a, 








5 +yA® + B? — Vic + yA®+ Bay: — Yazı 
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nur sechs gebraucht, und es ergeben sich daher aus den beiden nicht verwendeten, 
nämlich aus 


43 = Pıfa + Paris 

Ag; = Qıfa + Qerı 
zwei Bedingungsgleichungen, die zwischen den acht Koeffizienten der Gleichung 
(10) bestehen, wenn die durch sie dargestellte bizirkulare Kurve in zwei Kreise 
zerfällt. Man setzt die durch (20) und (21) gegebenen Werte ein und erhält: 


a9) [2' = 2u(C + VA®+ B°) —)V 24 +2yA® + Be.V(c + YA? + BP)’ — 24, 

| 2903, = 2B(C + VA® FB?) — Y-2A +2YyA® + Bi: V(C + YAR + BB)’ _ 3a, 
Damit die durch die Gleichung (10) dargestellte bizirkulare Kurve in zwei Kreise 
zerfällt, ist notwendig und hinreichend, daß zwischen den acht Koeffizienten der 
Gleichung (10) die beiden Relationen (22) oder irgend zwei aus ihnen abgeleitete, 
voneinander unabhängige Relationen zu Recht bestehen. In jeder der beiden 


Gleichungen (22) kann man durch zweimaliges Quadrieren die Quadratwurzeln 
beseitigen. 


Wir haben die Bedingungen für das Zerfallen einer bizirkularen Kurve 
in zwei Kreise aufgestellt, um aus der Gleichung (3) im ersten Abschnitt die 
allgemeinste Berührungstransformation der Kreise in der Ebene auszusondern. 
Diese Aufgabe ist jetzt formal gelöst. Wir setzen in den Gleichungen (22) für 
a, P, Ay1, Agg, Aa, Ayg, Agg, dgg; die durch die Gleichungen (10a) und (10b) ge- 
gebenen Werte ein und erhalten . zwei Gleichungen zwischen a,b,c und den: 16 
Koeffizienten p,, der Gleichung (3), die für alle Werte von a, b, c identisch erfüllt 
sein müssen, wenn die durch die Gleichung (9) dargestellte Kurve in zwei Kreise 
zerfallen soll. Zwei weitere Bedingungsgleichungen ergeben sich aus diesen beiden, 
wenn wir in ihnen überall p,, an die Stelle von p,, setzen; diese müssen erfüllt sein, 
damit auch die durch die Gleichung (9’) dargestellte Kurve in zwei Kreise zerfällt. 
Wir können sagen: Damit die durch die Gleichung (3) dargestellte Berührungs- 
transformation eine Berührungstransformation der Kreise in der Ebene ist, ist 
notwendig und hinreichend, daß die vier Bedingungsgleichungen für das Zerfallen 
der durch die Gleichungen (9) und (9’) dargestellten Kurven für alle Werte von 
a,b, ce identisch erfüllt sind. 














Wollte man diese vier Bedingungsgleichungen zwischen a,b,c und den 16 
Koeffizienten p,, wirklich aufstellen, so würde jede von ihnen nach Beseitigung 
der Quadratwurzeln’in.a, db, c vom 24. Grade sein. Man würde nun nach Potenzen 
von a,b,c ordnen und den Faktor von jedem a*b’c“ der Null gleichsetzen. Man 
erhielte dabei jedesmal eine Bedingungsgleichung zwischen den 16 Koeffizienten 
P;, der Gleichung (3). Die große Menge der dabei auftretenden Gleichungen und 
Summanden macht ein Weitergehen auf diesem Wege unmöglich. 


3. Punkttransformationen, die Kreise in Kreise überführen. 


„Um zu einer Vereinfachung der Gleichung (3) unserer Berührungstrans- 
formation zu gelangen, betrachten wir die bekannten Punkttransformationen, 
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die jeden Kreis in einen Kreis überführen. Da haben wir zunächst die beiden 
Punkttransformationen, die jede Figur in eine zu ihr kongruente überführen: 
Die Verschiebung und die Drehung. Sind m,n, u, v irgendwelche konstante 
Größen, so kann man sagen: Stellt die Gleichung 2(x,y|&,n) =0 eine Be- 
rührungstransformation der Kreise in der Ebene dar, so ist dies auch der Fall 
für die Gleichung 


2etmy+nli+wn+t») =0. 
Einen entsprechenden Satz können wir auch für die Drehungen aussprechen. 
Es seien @ und % irgendwelche Winkel. Stellt die Gleichung £(z, y|&,n) = 0 
eine Berührungstransformation der Kreise in der Ebene dar, so stellt die Gleichung 


Q(zcos 9 —ysin og, zsin 9 +ycos g|&cos y—nsin y,£Esin y-ncosy) = 0 
ebenfalls eine solche dar. 


Eine weitere Punkttransformation, die wenigstens im wesentlichen jede 
Kurve unverändert läßt, ist die Spiegelung an einer Geraden. Sie führt jede 
Kurve in eine zu ihr symmetrische Kurve, also jeden Kreis in einen zu ihm kon- 
gruenten Kreis über. Wir betrachten insbesondere die Spiegelung an einer Koor- 
dinatenachse. In der Gleichung wird sich dann nur das Vorzeichen der anderen 
Koordinate ändern und wir können sagen: Stellt die Gleichung 2 (x, y | &, n) = 0 
eine Berührungstransformation der Kreise in der Ebene dar, so gilt dies auch 
für die Gleichungen 


2(+%, +Y +4+9) =0, 

wobei die positiven und negativen Zeichen ganz beliebig, also auf 16 verschiedene 
Arten kombiniert werden können. Darunter befinden sich auch die Spiegelungen 
gleichzeitig an beiden Koordinatenachsen einer Ebene; diese sind identisch mit 
den Drehungen um den Winkel z. Wir betrachten auch die Spiegelung an der 
Geraden y = x bzw. n = £&; es vertauscht sich hierdurch in der Gleichung x mit y 
bzw. &E mit n. Stellt die Gleichung 2 (z, y | &, n) = 0 eine Berührungstransformation 
der Kreise in der Ebene dar, so tut dies auch jede der drei Gleichungen 


2y,z|&,n) =, 2a, ylmd)=0, 2y,aln,d)=0. 


Wir betrachten noch zwei weitere Punkttransformationen, die jedem Kreis 
einen Kreis zuordnen, nämlich die Streckung vom Koordinatenanfang aus und die 
Transformation durch reziproke Radien. Die erstere läßt sich übrigens ersetzen 
durch Transformationen durch reziproke Radien. Aber es ist für die weiteren 
Untersuchungen zweckmäßiger, die allgemeine Streckung und eine ganz bestimmte 
Transformation durch reziproke Radien zu verwenden. Es seien h und k zwei 
von Null verschiedene, sonst aber beliebige Konstanten. Stellt dann die Gleichung 
2lz,y|&,n) = 0 eine Berührungstransformation der Kreise in der Ebene dar, 
so ıst dies auch der Fall bei der Gleichung 


Bei einer Transformation durch reziproke Radien ist zu bedenken, daß zwar im 
allgemeinen jeder Kreis wieder in einen Kreis übergeführt wird, daß aber eine 


gewisse Gruppe von Kreisen, nämlich die durch den Mittelpunkt des Bezugskreises 
34* 
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hindurchgehenden in gerade Linien verwandelt werden, Wir können aber unein- 
geschränkt den Satz aussprechen: Stellt die Gleichung 2 (x, y|&,n)= 0 eine Be- 
rührungstransformation der Kreise in der Ebene dar, so tut dies auch jede der 
drei Gleichungen 





x y ge | 22 

2 (+ y’ @ty $, n) =0, 2 (z, Y | ern Br)” 0, 

Er Pe ee 

x + y?’ + y? | E& + & +n? 

Wir müßten nun, um die Überführung von Kreisen in gerade Linien auszuschließen, 

noch hinzufügen: Es dürfen in Gleichung (3) weder die vier Konstanten p,,, 

Paa, Pa4, Pas noch die vier Konstanten p41, Pas» Pas, Pas gleichzeitig der Null gleich 

sein. Wir werden aber sehen, daß diese Bedingungen von selbst erfüllt sind, 

wenn die Gleichung (3) überhanpt eine Berührungstransformation der Kreise in 
der Ebene darstellt. 


Schließlich sei noch bemerkt, daß man durch eine Vertauschung von x 
und % mit $ und „7 eine Berührungstransformation der Kreise in eine ebensolche 
überführt, d. h. mit 2(z,y|&,n) = 0 zugleich stellt auch die Gleichung 
2(E,n|x,y) = 0 eine Berührungstransformation der Kreise in der Ebene dar, 


=(, 


Vergegenwärtigen wir uns noch einmal die Gleichung unserer Berührungs- 
transformation in der Form (3): 


| 2a, ylsn)=(r + Y?) [pl +) +2 Pıad + 2Pısn + Pıal 
+22 [paı(&® + 9?) +2 Pa2d + 2 Pasn + Paul 
+2y[pal®+n?) + 2 P325 + 2 Ps + Paal 
er Pal? +n)+2pet2Ppan + Pal =. 


Der besseren Übersicht halber wollen wir diese Gleichung durch eine schematische 
Darstellung ersetzen: i 


(3) 9 





Pıı Pız Pı Pıs 
(3*) Paıı Pa Pa Pa 
Psı Ps2a Pass Pa 
Paı Pa Pas Pa 


Das Schema soll für jeden Koeffizienten die Stelle angeben, die er in der Glei- 
chung (3) einnimmt; also z. B. das zweite Element der dritten Horizontalreihe 
ist immer der Faktor von 4y&. Wir wollen jetzt voraussetzen, daß die Glei- 
chung (3) eine Berührungstransformation der Kreise in der Ebene darstellt und 
wollen uns überlegen, welche Vertauschungen der Elemente in dem Schema (3*) 
zulässig sind, ohne daß diese Eigenschaft der Gleichung (3) zerstört wird. Durch 
eine Spiegelung der xy-Ebene an der Geraden y = x vertauscht sich die zweite 
mit der dritten Horizontalreihe, durch eine Spiegelung der &n-Ebene an der Ge- 
raden „ = £ vertauscht sich die zweite mit der dritten Vertikalreihe. Wendet 
man in der xy-Ebene die oben angegebene Transformation durch reziproke Radien 
an, so vertauscht sich die erste mit der vierten Horizontalreihe, während dieselbe 
Transformation in der &n-Ebene eine Vertauschung der ersten mit der vierten 
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Vertikalreihe bewirkt. Da man schließlich die Veränderlichen x, y mit den Ver- 
änderlichen £, 7 vertauschen kann, so kann man das Schema (3*) an der links 
oben beginnenden Diagonale spiegeln, und man erhält schließlich 32 verschiedene 
Berührungstransformationen, deren Gleichungen sich nur durch die Anordnung 
der 16 Koeffizienten p,, unterscheiden. Ist eine von ihnen eine Berührungs- 
transformation der Kreise in der Ebene, so sind es die übrigen 31 auch. Wir 
wollen alle Vertauschungen von Elementen in dem Schema (3*), die jede Be- 
rührungstransformation der Kreise in eine ebensolche übergehen läßt, kurz als 
zulässige Vertauschungen bezeichnen. 

Wir wollen noch zeigen, daß, wenn die Gleichung (3) eine Berührungs- 
transformation der Kreise darstellt, es unmöglich ist, daß vier Elemente, die das 
Schema (3*) an einer der vier Seiten beranden, gleichzeitig der Null gleich sind. 
Im ersten Abschnitt ist durch die Gleichung (10), deren Koeffizienten durch (10 a) 
und (10 b) bestimmt sind, die bizirkulare Kurve gegeben, die einem beliebigen 
Kreise der Ebene 2, durch die Gleichung (3) zugeordnet ist. Wenn diese in 
zwei Kreise zerfallen soll, so ist dazu sicher notwendig, daß das Glied (x? + y?)? 
wirklich existiert, d.h. daß x,, == 0 ist. Es seien nun in unserem Schema die Ele- 
mente der ersten Horizontalreihe sämtlich der Null gleich, also p,ı = Pıa = Pas = 
Pıa = 0, so ist, wie man aus (10 a) sofort ersieht, ,,=0. Also kann in diesem 
Falle die Gleichung (3) keine Berührungstransformation der Kreise darstellen. 
Hat aber eine andere Randreihe des Schemas (3*) die Eigenschaft, daß ihre vier 
lemente sämtlich gleich Null sind, und nehmen wir an, daß die Gleichung (3) 
eine Berührungstransformation der Kreise darstellt, so kann man diese Reihe 
stets durch zulässige Vertauschungen an die Stelle der ersten Horizontalreihe 
bringen, und nach dem vorhergehenden Schlusse kann die entsprechende Gleichung 
und somit auch die Gleichung (3) im Widerspruch zu der gemachten Annahme 
keine Berührungstransformation der Kreise in der Ebene darstellen. 


4. Die Dilatation und die Transformation 3. 


Die beiden einfachsten Berührungstransformationen der Kreise in der Ebene 
sind die Dilatation und die Transformation 3, wie sie von G. Scheffers bezeichnet 
worden ist. Sie lassen sich durch keine Punkttransformation ineinander über- 
führen. Die Dilatation wird gewöhnlich dargestellt durch die Gleichung 


(23) +2 —22ı —2yy ++? tr =0 
und die Transformation 3 durch die Gleichung 
(24) e+yp—2225— 2m tr. 


Die geometrischen Eigenschaften dieser beiden Transformationen sind vielfach 
untersucht worden, sie sind jedoch für unsere Betrachtungen ohne Bedeutung. 
Das Schema (3*) nimmt für die Gleichung (23) der Dilatation die Form an 


00 1 
(23*) 
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und für die Transformation 3 (24) lautet das Schema 


Be De 

0—4 0 0 

00 —+4 0 

ae a 

Wir betrachten jetzt eine Berührungstransformation, die die Dilatation und die 
Transformation 3 als Unterfälle enthält. Sie sei gegeben durch das Schema 


0 0 0 Pıa 
0 Pa 0 0 
0 0 Pa 0 
Pa 0 0 Pas 


Es seien also in der Gleichung (3) außer ps, Pas, Pas» Par Pas die Koeffizienten 
P;, der Null gleich. Wie man sofort erkennt, sind in der Tat die Schemata (23*) 
und (24*) spezielle Fälle des Schemas (25). Wir wollen nun die Frage beant- 
worten: Wie lauten die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß 
die durch das Schema (25) definierte Gleichung eine Berührungstransformation 
der Kreise in der Ebene darstellt ? 

Wir müssen zunächst die Koeffizienten der Gleichung (10) der bizirkularen 
Kurve ermitteln, die einem beliebigen Kreise der &n-Ebene entspricht. Aus der 
Gleichung (10a) ergibt sich: 


(24*) 


(25) 


Aı = — Pıl Ngı = 4a PıaPa2 

Au =: 0 j 79 = 4(b’—c)p% 

Na = 0 To — — dab PaPs; 

7 = — PıaPas "= da PaPas 

23, = 4b PyaP33 A = — la? + 5?) PıaPaı + ZCPıaPaı — 
PıaPas | 

Aa 0 Aea=. AacPpaPa 

Na = A(a? — Cc)P33 Ag = Abe Pas Paı 

34 = Ad PzPaa 74 = — Ala? + 5°) ParPaa — Pai + 


2cPaıPaa — Pia 
Nach den Gleichungen (10 b) folgt hieraus weiter: 


da — 8apa ' Bin — db Pas un 16ab pa2Ps3 

















ud 12 2 
Pıa Pıa Pıa 
ae Aa?pzaPaı — 4b°(A pda — PıaPaı) + 20 (8P32 — PıaPaı) + 2PıaPas 
Pıa 
RR. 20 4a? (A p33; — PıaPaı) + 4b? PraPaı + 20 (8 P3s — PıaPaı) + 2 PıaPas 
A pP? ’ 
FEN. AQC Pa2Paı — 4Q PooPaa er Ab cPz3Psaı — &b PasPaa 
u Pıa Pi Pıa ’ 
= Aa’ Par Pas + 4° Par Pas + epdı — 2C Pa Pas + Pas 
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Daraus findet man: 
2 2 __ u 
A = (a? — PB?) — Aa, — Ay) = 64(a® +b c) pa — Pa) 
Pıi 
B= 2aß —Aa,) =0, 
C = Alay,+ Ag) — (a? + P?) 
— 64a? + „aba ec) (Pa + P3s) + 16(2 a? + 2b? u e) Pıa Paı 16 Pıa Paa 


2 
Pıa 


V: A+2y4A?+B=- Da Y(a? + b?— e) (pi. — Ps), 








VY-24 +2 yA#®+B=0. 


Dabei ist von dem Ausdruck YA? + B? der positive Wert gewählt worden. Wir 
werden am Schluß dieses Abschnittes sehen, daß sich nichts wesentlich Neues 
ergibt, wenn man den negativen Wert wählt. Wir setzen diese Werte nun ein in 
die Gleichungen (22) und zwar zuerst in die zweite; wir erhalten: 


__ 98 WPssPaı + ÖPssPas 
Pia 
EN, _ bPs3 ; — 8(a? + 5b? — e)p3g + (2 a? + 25? — e)PıaPaı + Pıa Pas 
Pıa DE 
oder 


bep1aP33 Paı + BPıaPasPas = 2 b(a? + 5?) (PıaPssPaı — 4 P33) 
— be (PıaPssPaı —8P33) + ÖPıaP3sPa - 
Diese Gleichung muß für alle Werte von a, b, ce identisch erfüllt sein; es muß 
also der Faktor von b(a? + 5?) der Null gleich sein, und die Faktoren von bc auf der 
linken und rechten Seite müssen übereinstimmen. Man erhält dann beide Male 
dieselbe Gleichung 


P3s(PıaPaı — 4 P35) = 0. 
Damit ist eine notwendige Bedingung dafür gefunden, daß die fragliche Berührungs- 
transformation eine Berührungstransformation der Kreise in der Ebene ist. Es 
muß also sein 
entweder pgs = 0 oder PyaPaı — AP = 0. 


Ist 33 = 0, so kann man in dem Schema (25) durch zulässige Vertauschungen 
Pa» an die Stelle von ps; bringen, ohne das Schema im übrigen zu verändern. Ist 
aber auch noch p;, = 0, so lautet die Gleichung der Berührungstransformation 


Pal +Y)+pal® +) + Pu. 
Das ist aber keine Berührungstransformation, denn die durch Gleichung (2) dar- 
gestellte Determinante 4 verschwindet identisch. Es entsprechen dann in der 
Tat den oo? Punkten der einen Ebene nur ©! Kreise der anderen. Wir können 
also jetzt sagen: Die erste notwendige Bedingung dafür, daß wir eine Berührungs- 
transformation der Kreise vor uns haben, lautet, wenn wir den Ausdruck 


VA®?+ B® positiv rechnen: Die Gleichung 
(26) PıaPaı — Pas = 0 
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muß erfüllt sein, wobei wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit ps; + 0 voraus- 
setzen dürfen. 

Wir betrachten nun die erste der beiden Gleichungen (22) und setzen für 
a, ß, Aypy » » » Agg die oben angegebenen Werte ein. Es ergibt sich: 


_ 95 4 CPzaPaı + @ Pa Pas 











Pi 
_ _ 98 @Pa , — 8a? + 6° — c)pis + (2a® + 26° — e)PıaPaı + PıaPus 
Pıa Pl 
1 Em 
ni “"r V (a? + b? — ec) (p}, — p3s) 








VS HR pE + ai + Be) pupa F Papa? 
— Pjal&a®pgıPaa + Ab? PaıPaa + C*Päı — 2CPaıPaa + Pänl- 
Unter Berücksichtigung der Bedingung (26) vereinfacht sich diese Gleichung 
bedeutend: 


0 = Y(a? + 5? — c) (pi — P%) - Vph A P1aPaa(a? +#—o) 











oder 





2(a? + b? — c)pıa V (pda — P33) Papas = 0. 
Das gibt drei Möglichkeiten: 
1. Pıu = 0, 2. P3e En P33 ”.- 0, 3. Pa = 0. 


Ist 214 = 0, so sind die vier Elemente der ersten Horizontalreihe des Schemas .(25) 
sämtlich gleich Null, und wir haben festgestellt, daß dann keine Berührungs- 
transformation der Kreise vorliegt. Auch würde wegen der Gleichung (26) dann 
Ps3 = 0 sein müssen, wir können aber stets p3; + 0 voraussetzen. Es ist also sicher 
Pıa #0 und wegen (26) dann auch p,, +0. Es bleiben also nur noch zwei Fölle 
übrig: | 

PıaPaı — P3s = 0 

1. Fall ph 

PıaPaı — Pa — \ 

2. Fall u 
Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit p,, = Pa = 1 setzen. Es ist 
Pıa #0 und p4 #0; und da pyPa = P%s ist, so haben p,, und p,, dasselbe Vor- 
zeichen, wir können annehmen, das positive, was sich eventuell durch Multipli- 
kation der ganzen Gleichung mit —1 erreichen läßt. Dann nehmen wir eine 


Streekung in beiden Ebenen vor, indem wir x und y mit pz* und € und „7 mit 
pz} multiplizieren. Dann haben die Faktoren von = +y? und &+? den 


Wert 1. Weiter können wir über die Vorzeichen von p,, und p3; unabhängig von- 
einander ganz willkürlich verfügen, indem wir uns erinnern, daß in jeder Ebene 
eine Spiegelung an jeder Koordinatenachse zulässig ist. Es sollen pg und Ps 
beide negativ werden. Dann folgt nach Gleichung (26), wenn p4 = Paı = 1 st, 


Bone. 


Ps = =. 


Ei 


ZW 
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Ist P53 = Pss und gleichzeitig p,, = 0, so hat man die Gleichung 
9=R? +2? —2rE—2yn+&?’+?=0. 


Diese Gleichung stellt überhaupt keine Berührungstransformation dar, die nach 
Gleichung (2) gebildete Determinante A verschwindet infolge 2 = 0 identisch. 
Wir können also für den ersten Fall die Bedingungen so schreiben: 


1 
Pu = Pa =1; Pas = Pa 5; Pa +0. 


Ein Vergleich mit dem Schema (23*) zeigt, daß dies die Dilatation ist. Für den 
zweiten Fall können wir die Bedingungen zurückführen auf: 


1 
Pa =Pu =h Pas = — DE Pa = 0, Pat Pa- 


Ein Vergleich mit dem Schema (24*) zeigt, daß wir die Transformation 3 vor uns 
haben. Die beiden Fälle schließen aber einander aus. 

Wir hatten oben den positiven Wert des Ausdruckes YA? + B? gewählt. 
Nimmt man den negativen Wert, so untersucht man zuerst die erste der beiden 
Gleichungen (22) und hierauf die zweite. Es ändert sich dann in den Resultaten 
nichts, außer daß p3, mit p3, vertauscht wird. Das ist aber schon an sich möglich 
durch zulässige Vertauschungen in dem Schema (25), und dieser Fall läßt sich 
somit auf den soeben untersuchten sofort zurückführen. 

Wir wollen eine Berührungstransformation der Kreise in der Ebene, die 
man mittels Punkttransformationen, die jeden Kreis in einen Kreis überführen, 
in die durch (23) bzw. (24) dargestellte Gleichung überführen kann, eine er- 
weiterte Dilatation bezw. eine erweiterte Transformation 3 nennen. Wir können 
den Satz aussprechen: 

Sind in der Gleichung (3) außer den Koeffizienten p4, Pag, Pas; Par; Pas die 
übrigen der Null gleich und stellt diese Gleichung eine Berührungstransformation 
der Kreise in der Ebene dar, so kann es nur entweder eine — eventuell erweiterte — 
Dilatation oder eine — eventuell erweiterte — Transformation 3 sein. 


5. Zurückführung aller Berührungstransformationen der Kreise 
auf die Dilatation und die Transformation 3. 


Wir wollen jetzt die Gleichung (3) mittels Punkttransformationen, die Kreise 
in Kreise überführen, auf eine einfachere Form bringen. Dabei behalten die in 
der Gleichung (3) enthaltenen Berührungstransformationen der Kreise ihre Eigen- 
„schaft als solche bei. Zunächst dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
voraussetzen, daß p,, +0 ist. Ist nämlich p,, = 0 und nicht gleichzeitig p,, = 
Paı = Paa >= 0, so können wir eines der Elemente p,4, Paı; Pas, das von Null ver- 
schieden ist, durch zulässige Vertauschungen an die Stelle von p,, bringen. Ist 
aber Pu = Pa = Par = Pua = 0, so kann man durch eine Verschiebung des 
Koordinatensystems in einer der beiden Ebenen sofort erreichen, daß wenigstens 
eines der vier Elemente von Null verschieden ist. Wir betrachten jetzt das 
Schema 
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Pıı Pıa Pıs3 Pıa 
(27) Paı Pa2 Pas Paa 
Psı Ps2 P33 P34 
Paı Pa2 Pas Paa 


wobei p,, #0 ist. Wir wollen nun sowohl in 2, als auch in 2, eine Verschiebung 
des Koordinatensystems vornehmen, indem wir setzen 


y=-y,+n, s=htm n=N+tv. 
Dann erhalten wir eine neue Berührungstransformation von derselben Art, deren 
Gleichung durch das folgende Schema gegeben ist: 


Pıı Pıa + 4Pıı Pıs + ?Pu 
Pzaı + MPıı ... 
Psı + NPıı 


=%,+m, 


wobei die 11 nur durch Punkte angedeuteten Elemente Ausdrücke sind, die sich 
aus m, n, u, v und den 16 Koeffizienten p,, der Gleichung (3) zusammensetzen, 
die aber für das Weitere nicht von Bedeutung sind. Die zunächst beliebigen 
Größen m,n, u, v erhalten nun die bestimmten Werte 


Pıa 


u — Eu PER - _ 


Pıı 
Dann nehmen vier Elemente des Schemas den Wert Null an, und wir erhalten eine 
Berührungstransformation, deren Gleichung durch das folgende Schema gegeben ist 


Pıı 0 0 Pıa 

(28) 0 Pa Pa Pa 
0 Pa Ps Ps 

Paı Paa Pas Pa 


wobei außer p,, die Elemente p,, natürlich im allgemeinen andere Werte haben 
wie in dem Schema (27). Wir wollen jetzt von den Fällen absehen, daß in dem 
Schema (28) entweder pg3 = Pag = 0 oder Pas = Pas = 0 ist. Wir nehmen jetzt 
in 2, und 2, je eine Drehung vor und setzen zu diesem Zwecke 
t=2%089 —ysnoy, &=&,00 8 y—ySiny, 
y-z1ısnp+y cos, n=&,8iny+nıcosy. 
Dann geht das Schema (28) in ein anderes Schema über, das eine neue Berührungs- 
transformation von derselben Art darstellt: 


Pıı 0 | | 0 uz 








0 Pag C08 @ COS Y + Pag COS p sin y 
+ Pa: Sin 9 cos y + Pas Sin @ sin y 


— Pa 608 P SIN Y + Pag 608 @ COS y | 
— Pag IN YSINYy-+ Pgsinpcosy 





0 — Paa SiN P COS Y — Pas SiN @ Sin y 
+ Pag C08 @ COS y + P33 COS @ sin Y 











Pa, Sin @ Sin y — Pas Sin @ cos y’ 
— Pag 608 P sin Yy + Pas COS @ COS y 
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Die zunächst beliebigen Winkel 9 und y wählen wir nun so, daß die folgenden 
beiden Gleichungen erfüllt sind: 


— Dog 608 Y Sin y + Pag COS @ COS y — Pa Sin PgsinYy-—+ PgSinpcosy=(, 

— Pa, SIN @ COS y — Paz, Sin PsSiINn y + Pa 608 PCOSYy-+ Pos psiny=ß. 
Durch Addieren und Subtrahieren ergeben sich hieraus die beiden Gleichungen: 
— Pain (P+Y)t Paco (PHY) Paco (Pp+Yy)+Pasin(P+Yy)=0, 
— Pa, Sin (P — Y) — Paz 608 (P — Y) + Paz 608 (P — Yy) — Paz sin (P —y)=0; 


oder 


tan (o _- Y) = Pa 7 Pa tan (g u: y) ERST Pas + P32 


Paa — Pas Paa + Pas 


Es kann vorkommen, daß einer dieser beiden Brüche die unbestimmte Form ® 
annimmt. Die Fälle, daß p33 = P3a = 0 oder Ps5 = Paz = 0 ist, waren ausgeschlossen 
worden. Also kann dies nur eintreten, wenn entweder ps = Pag + 0 und 
Pag = — Pas #0 oder pa = — Pa +0 und p% = Pz3 +0 ist. In diesem Falle 
braucht man nur in einer Ebene eine Drehung vorzunehmen, etwa in der xy-Ebene; 


wir setzen also y = (0, und es verschwindet dann für 


Pas _ Pa 

Pa33 Pa22 

in dem letzten Schema von den vier inneren Elementen sowohl das rechts oben 
als auch das links unten stehende. Wenn wir diese Drehungen ausgeführt haben, 
gelangen wir zu einer Berührungstransformation, deren Gleichung gegeben ist 
durch das Schema 


tanıpo = — 


Pıı 0 0 Pıa 

0 p 0 Pa 
29 22 24 
ie 0 0 Ps33 P34 
Paı Pa2 Pas Pa4 


Außer p,, haben die Elemente im allgemeinen hier wieder andere Werte wie in 
dem Schema (28). Ist in dem Schema (28) ps3 = Pag = 0, so hat es schon die 
Form (29); ist aber in (28) pg5 = Pa; = 0, so vertauscht man die zweite mit der 
dritten Horizontalreihe oder die zweite mit der dritten Vertikalreihe, dann ist 
ebenfalls die Form (29) erreicht. Wir stellen noch einmal fest, daß auch hier 
Pıı #0 ist. Man kann den Satz aussprechen: 

Jede Berührungstransformation der Kreise in der Ebene kann man mit 


Hilfe von Verschiebungen und Drehungen in eine ebensolche verwandeln, deren 
Gleichung die durch das Schema (29) gegebene Form hat, wobei p,, +0 ist. 


Wir wollen nun die Koeffizienten der Gleichung (10) der bizirkularen Kurve 
wirklich bilden, wenn p15 = Pzı = Pıs = Psı = Pas = Pag = 0 ist. Wir beschränken 


uns aber zunächst darauf, daß a=b = ist. Dann ergibt sich nach (10a) und 
(10 b): 


 APaPs 
(EPıı — Pıa)” 


dp = 





_ Pa DR —apu 
CPıı — Pu CPıı — Pa’ 
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2c? PııPaı + 20 (8P23 — PırPaa — PıaPaı) + 2(2p + PuPa) 











- (ePıı — Pıa)? 
5 20 PrıPaı + 20 (8P33 — PırPaa — PıaPaı) + 2 (2 p34 + PuPa) 
(ePıı — Pıa)” 
.- 2C(4 PagPaa — PaaPaı) + Papa 
(EPıı — Pıa)” 
FR 2C(APg33Pas — PsaPaı) + Papa ERS (CE Paı — Pas)” 








(epıı — Pıa)” (epıı — Pu” 
Die Bedingungen dafür, daß wir eine Berührungstransformation der Kreise vor 
uns haben, erhalten wir aus den Gleichungen (22). In die zweite von ihnen setzen 


wir, indem wir den positiven Wert des Ausdruckes YA? + B? wählen, die soeben 
angegebenen Werte für a,...a;, ein und erhalten nach einer etwas längeren 
Rechnung die Bedingungsgleichung 


Pıı Pas Pas = 0. £ 
Wir haben früher festgestellt, daß man aus jeder Bedingungsgleichung wieder 
eine solche erhält, wenn man überall p,, an Stelle von p,, setzt, also: 


Pıı Pas Psa = 0. 
Vertauscht man in dem Schema (29) die zweite Horizontalreihe mit der dritten 
und dann die zweite Vertikalreihe mit der dritten, so vertauscht sich p,, Mit P3s, 
Pos Mit Pa und 45 Mit P4. Ist durch das Schema (29) eine Berührungstrans- 
formation der Kreise dargestellt, so ist dies nach den genannten Vertauschungen 
auch der Fall, und wir erhalten daher die beiden weiteren Bedingungen 


Pıı Pa Paa = 0, 
Pıı Pag Paa = 0. 


Wählen wir den negativen Wert des Ausdruckes YA? + B?, so findet'man dieselben 
vier Bedingungsgleichungen, und zwar die beiden letztgenannten zuerst. Nun 
ist 21 +0, und es gibt zunächst 4 Möglichkeiten: 


1. Pa = 0; Pas = 0, 3. Pa = 0, Pa = 0, Pa =, 

2. Pa = 0, Pa=0, Pa= 0, 4. Pa=0, Pa=0, Pa=(0, Pa =. 
Wenn wir aber für beliebige Werte von a,d,c — z.B. füra=c=(, b beliebig 
und fürd =c=(, a beliebig — die Gleichungen (22) aufstellen, so erhalten wir 
nach einer elementaren, aber recht umfangreichen Rechnung eine größere Zahl 
von Bedingungsgleichungen, die nur dann gleichzeitig erfüllt sind, wenn 
Poa = Pa2 = Pas = Pas > 0 ist, auch wenn p3, Oder p33 Oder beide der Null gleich 
sind. Wir haben also nur noch das folgende Schema zu untersuchen: 


Pıı 0 0 Pıa 
0 p 0 0 
30 22 
(30) 0 0 u. 
Paı 0 0 Pas 


Wir müssen nun wieder die Koeffizienten a, f,...@g3; der Gleichung (10) bilden 
unter der Annahme, daß außer p,1, Pıs, Pas Pas; Paıs Pas die übrigen p,, gleich Null 
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sind, aber jetzt für allgemeine Werte von a,b,c. Dann folgt nach einer wieder 
etwas längeren Rechnung aus den Gleichungen (22), daß, wenn man p,, +0 
voraussetzt, entweder p,, oder p,, der Null gleich sein muß !). Wir können ohne 
Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß p,, = 0 ist, da man ja das Schema 
(30) an der links oben beginnenden Diagonale spiegeln kann. Die Annahme, 
daß etwa aus pP, = 0 wegen zulässiger Vertauschung der Indizes p,, = 0 folgen 
würde, wäre hier unrichtig, weil die zu erfüllende Bedingungsgleichung hier lautet 
Pıa 'Paı = 0, die durch Vertauschung der Indizes in sich selbst übergeht. Wir 
wählen also in dem Schema (30) p4, = 0 und vertauschen noch die erste Hori- 
zontalreihe mit der vierten; dann erhalten wir das folgende Schema 


0 0 0 Pas 

0 Pas 0 0 
(31) 0 0 Pss 0 

Pıı 0 0 Pıs 


Das ist aber genau das Schema (25), das im vorhergehenden Abschnitt untersucht 
worden ist und das nur die Dilatation und die Transformation 3 liefert. Es ergibt 
sich übrigens bei der letzten Untersuchung der Gleichungen (22) für das Schema 
(30) neben der Bedingung p,4Psı = 0 gleichzeitig die Bedingungsgleichung 


Pıa(P23 — P38) = 0, 
wenn man p4, = 0 gewählt hat, durch die die beiden Möglichkeiten, die Dilatation 
(P323 = P33) und die Transformation 3 (p,s = 0) unterschieden werden. Das Er- 
gebnis unserer Untersuchungen läßt sich in den folgenden Satz zusammenfassen: 
Jede Berührungstransformation der Kreise in der Ebene ist entweder eine 
— eventuell erweiterte — Dilatation oder eine — eventuell erweiterte — Trans- 
formation 3. 





1) 4 = 0 führt nur zu einem speziellen Fall, nämlich der Dilatation. 
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Eine Kennzeichnung der Kugel nach W. Blaschke. 
Von Kurt Reidemeister in Königsberg. 


—_ 


Die in Heft 1, Bd. 154, S. 8-—-14 dieser Zeitschrift veröffentlichte Arbeit 
ist fehlerhaft. Der in $ 3, S. 11 ausgesprochene nach E. Study benannte Satz 
ist nämlich durch ein von Herrn Hjelmslev konstruiertes Gegenbeispiel als 
falsch erwiesen. Der Fehler des Beweises steckt in der — nicht ausführlich 
begründeten — Behauptung, daß ein Bündel durch 3 seiner Kreise bestimmt 
se. Die Kurven f sind nur dann mit den ebenen Schnitten einer Eifläche 
äquivalent, wenn zwei Büschel eines Bündels immer gerade einen Kreis ge- 
meinsam haben. | 

Es ist somit noch eine offene Frage, ob alle Flächen mit Paaren konju- 
gierter Punkte Kugeln sind. 


Ernst Abbe-Gedächtnispreis für Mathematik und Physik. 


Der von der Carl Zeiß-Stiftung im Jahre 1921 gelegentlich der Mathematiker- 
und Physiker-Tagung in Jena begründete Ernst Abbe-Gedächtnis- Preis zur 
Förderung der mathematischen und physikalischen Wissenschaften und deren 
Anwendungsgebiete, sowie die damit verbundene Ernst Abbe-Medaille, die 1924 
zum ersten Male und zwar für das Gebiet der Mathematik zur Vergebung kommen 
sollten, sind von der Carl Zeiß-Stiftung dem Professor Felix Klein in Göttingen 
für seine mathematischen Werke zuerkannt worden. 


Der von Herrn Hofrat Dr. Alfred Ackermann-Teubner in Leipzig im Jahre 
1912 bei der Universität Leipzig errichtete ‚Alfred Ackermann-Teubner-Gedächtnis- 
preis zur Förderung der mathematischen Wissenschaften“ ist in diesem Jahre 
durch das Preisgericht Herrn Dr. Arnold Kohlschütter, Hauptobservator am 
Astrophysikalischen Observatorium in Potsdam, für seine im Jahre 1914 im 
„Astrophysical Journal‘ Vol. 40 mitgeteilte Entdeckung, die absolute Helligkeit 
von Sternen aus den Intensitätsverhältnissen gewisser Spektrallinien zu bestimmen, 
zuerkannt worden. 


